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Resumo

Uma das principais diferencas entre informacao classica e informacao
quantica é que, classicamente, a informacao pode ser replicada. Isto é, po-
demos facilmente obter copias de bits classicos mas, ao lidar com qubits ou
qudits, estamos sujeitos as regras da Mecanica Quantica, que nos diz que
estados quanticos arbitrarios nao podem ser copiados perfeitamente. En-
tretanto, podemos obter copias aproximadas desses estados com a maior
Fidelidade possivel ou obter cépias perfeitas com a maior probabilidade de
sucesso utilizando as chamadas méaquinas de clonagem quéntica. Essas méa-
quinas sdo também ferramentas para estudar uma variedade de tarefas como,
por exemplo, analise de seguranca de protocolos de distribuicao de chaves
criptogréaficas e discriminacao de estados quéanticos. Um dos objetivos deste
trabalho é apresentar uma breve revisao bibliografica de alguns trabalhos
sobre a teoria de clonagem quantica bem como as discussoes anteriores ao
teorema da nao-clonagem, incluindo a proposta de Herbert para comunicacao
superluminal.

O segundo objetivo deste trabalho é analisar uma realizacao experimental
e tem como base a implementacao 6ptica da chamada méaquina de clonagem
quantica universal 6tima para ququarts hibridos codificados em momento
angular orbital e polarizacao, proposta por Nagali et al.{Phys. Rev. Lett.
105, 073602 }. A implementagao baseia-se no efeito Hong-Ou-Mandel e nos
fotons provenientes da Conversdao Paramétrica Descendente. Apresentamos
toda a teoria envolvida e obtivemos a curva de fidelidade tedrica prevista
utilizando o calculo da propagacao do estado quéantico através dos elementos
opticos presentes no circuito. Além disso, propusemos uma modificagdo da
implementagao para a utilizacdo de qudits codificados em momento trans-
versal(qudits de caminho).



Abstract

One of the main differences between classical and quantum information is
that the former can be replicated. That is, we can easily obtain copies from
classical bits but, while dealing with qubits and qudits, we are subject to
Quantum Mechanic’s rules, which determines that arbitrary quantum states
cannot be perfectly copied. Still, we can use the so called Quantum Cloning
Machines to try and obtain approximate copies with the highest Fidelity or
perfect copies with bigger success rates. Those machines are also tools that
can be used to study a variety of tasks like, for example, the security analysis
of quantum cryptography protocols and quantum state discrimination. One
of the aims of this work is to present a brief review of some research about
the quantum cloning theory as well as previous discussions on non-cloning
theorem, including Herbert’s proposal for superluminal communication.

This work’s second aim is to analyse an experimental realization and is
based on the optical implementation of the so-called optimal universal quan-
tum cloning machines for hybrid ququarts encoded in the polarization and
orbital angular momentum degrees of freedom of photons, proposed by Na-
gali et al.{Phys. Rev. Lett. 105, 073602 }. The implementation is based
on the Hong-Ou-Mandel effect and on the photons produced by Parametric
Down Conversion. We presented all the concerned theory and obtained the
theoretical Fidelity curve predicted by using the quantum state propagation
through the optical elements present on the circuit. We also proposed an
implementation change for the use of qudits encoded in transversal momen-
tum.

vi
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Capitulo 1

Apresentacao

Em 1935, Einstein, Podolsky e Rosen[25] introduziram um tipo de estado
quéntico, hoje conhecido como estado emaranhado?, que possui propriedades
muito interessantes. As medigoes de propriedades fisicas tais como: posigao,
momento, spin e polarizagao realizadas em particulas que sao descritas por
um estado emaranhado podem possuir correlagoes. Por exemplo, se duas
particulas de spin 1/2 sao geradas em um estado de momento angular total
nulo, ao medirmos o spin de uma das particulas em relacdo a um dado eixo
e encontrarmos +h/2, podemos afirmar que o valor do momento de spin da
outra particula, com relagdo ao mesmo eixo, serd —h/2,; independente da di-
recao de medicao escolhida para as duas. Isso leva a crer que cada particula
possuira um valor bem determinado da propriedade antes da medicao, para
todas as diregoes possiveis, ou que uma particula de um par emaranhado
“sabe” que uma medicao foi realizada na outra particula, mesmo que elas
estejam separadas por distancias arbitrariamente grandes. Esse efeito, dis-
cutido na referéncia [?5] em termos das varidveis posi¢ao e momento, nao sé
intrigou Einstein, que ndo admitia a segunda opcao e se referia a ela como
’spooky action at a distance’, mas também intrigou (e intriga!) a comunidade
cientifica até hoje[I3].

Essas correlagoes apresentadas por estados emaranhados levaram a dis-
cussoes [, 59, B3] sobre a possibilidade de utilizd-las para transmissao de
informacao e, assim, conseguir realizar comunicagao com velocidade mais ra-
pida que a da luz. Entretanto, dada a situagao descrita no paragrafo anterior
— duas particulas de spin 1/2 geradas em um estado de momento angular to-
tal nulo — uma simples investigacao dos resultados de medig¢oes do spin das
duas particulas com relagao a eixos diferentes nos mostra porque nao é possi-

1O termo “emaranhamento” foi utilizado, inicialmente, por Schrodinger[6l] em um
artigo publicado em 1935 na revista Proceedings, da Cambridge Philosophical Society,
onde ele discutiu e ampliou os argumentos utilizados por Einstein, Podolsky e Rosen[25].



CAPITULO 1. APRESENTACAO 2

vel transmitir informacao utilizando apenas as correlagoes apresentadas por
esses estados: um observador com acesso a uma das particulas ndo conseque
inteferir nas estatisticas de resultados obtidos através de medigoes na outra
particula[5].

Em 1982, Nick Herbert[34], publicou um artigo no qual propunha uma
nova forma de utilizar estados emaranhados para comunicagao superluminal.
Sua proposta se baseava em um dispositivo hipotético imaginado por ele que
seria capaz de realizar multiplas cépias de estados quanticos arbitrarios. No
mesmo ano, Dieks[?3] e Wooters e Zurek[7?], de maneira independente, pu-
blicaram uma demonstragao simples de um teorema conhecido como teorema
da nao clonagem. O teorema nos diz que é impossivel obter cépias perfeitas
de um estado quantico arbitrario.

O teorema da nao clonagem possibilita um sistema de criptografia seguro
pois impede um espido de obter copias de informagoes trocadas entre duas
partes sem perturbar a transmissao, revelando a espionagem. Isso garante a
seguranca dos protocolos quanticos de distribui¢ao de chaves criptograficas|71].
Além disso, a nao clonagem também esta diretamente relacionada a ques-
toes fundamentais da mecanica quantica, como a discriminacao de estados
quanticos e o teorema da nao-sinalizagao, impossibilitando a comunicacao
superluminal[2g].

Entretanto, o teorema da nao clonagem nao é o fim da histéria. Embora a
copia perfeita de estados quanticos arbitrarios seja proibida, ainda é possivel
obter cépias imperfeitas desses estados [[4, I5] ou cdpias perfeitas mas com
probabilidade de sucesso menor que um[24]. Este assunto tem sido estudado
amplamente nos tltimos anos, levando a varias propostas teodricas e realiza-
gOes experimentais das chamadas maquinas de clonagem quantica(Quantum
Cloning Machine - QCM). Essas méquinas podem ser utilizadas para analisar
a seguranga de protocolos de distribuigao de chaves criptogréficas [65, 12, ]
e também para estimar estados quéanticos[30, 1.

Os objetivos principais desse trabalho sao trés. Primeiramente, desejamos
introduzir alguns elementos da teoria de clonagem quantica através de uma
abordagem essencialmente histérica. Também apresentaremos um estudo
da implementacao experimental 6ptica da chamada maquina de clonagem
quantica universal 6tima para ququarts hibridos codificados em momento
angular orbital e polarizacdo, proposta por Nagali et al[49]. Além disso, ao
final, apresentamos uma proposta de modificacdo do aparato experimental
para a cépia de ququarts codificados em momento transversal. Para isso o
trabalho esta dividido em trés partes:
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Capitulo 2

O capitulo 2 ¢é destinado a uma pequena e rapida revisao de alguns con-
ceitos e resultados da teoria da Mecanica Quantica que serdo utilizados ao
longo do texto. Serdo considerados temas tais como: postulados da Mecanica
Quaéntica, operacao de produto tensorial, formalismo de operador densidade,
operadores de medicao, etc.

Capitulo 3

O capitulo 3 é dedicado a uma revisao bibliografica da teoria de clonagem
quantica. Primeiramente, apresentamos os estados emaranhados e as correla-
¢oes existentes em estados desse tipo. Em seguida, apresentamos a proposta
de Herbert para a comunicagao superluminal. Uma simples demonstracao
do teorema da nao clonagem é apresentada seguida de algumas defini¢oes
que serao utilizadas no estudo de clonagem quéantica. Por fim, apresentamos
as transformagoes unitarias propostas para maquinas de clonagem quantica
universais.

Capitulo 4

No capitulo 4, apresentamos uma implementagao experimental da ma-
quina de clonagem quantica universal 6tima, seguindo a proposta de Nagali et
al [A9]. A proposta em questao utiliza o efeito Hong-Ou-Mandel e, portanto,
no inicio do capitulo apresentamos um resumo desse efeito. Posteriormente,
explicamos como ele pode ser utilizado para realizar a clonagem quantica de
ququarts hibridos codificados nos graus de liberdade de momento angular
orbital e polarizacao. Além disso, neste capitulo serd apresentado o con-
ceito de bases mutualmente nao enviesadas e como elas podem ser utilizadas
para caracterizacao de experimentos de informacao quantica. Por fim, apre-
sentaremos nossa sugestao experimental para realizar a clonagem de qudits
codificados em momento transversal.

Capitulo 5

No Capitulo 5, apresentamos nossas conclusoes e perspectivas futuras.



Capitulo 2

Pré-requisitos

2.1 Elementos da Mecanica Quantica

Neste capitulo serdao abordados alguns conceitos e resultados da teoria
da Mecanica Quantica que serao utilizados ao longo do texto. Para isso,
realizaremos uma rapida revisao, sem a pretensao de ser um texto didatico,
seguindo a Ref. [566]. Para uma descrigio mais detalhada dos conceitos e
formalismos da Mecénica Quéntica, as Refs. [66, 4] sdo recomendadas.

2.1.1 Qubits

Um bit classico é uma variavel que pode assumir dois estados, tradicio-
nalmente denominados 0 e 1. Em Mecanica Quéantica o sistema mais simples
que podemos analisar é um sistema de dois niveis que chamaremos de qubit.
Por exemplo, a polarizacao do féton ou o spin de um elétron. Nesse caso, o
espaco de Hilbert que descreve esse sistema tem dimensao d = 2 e podemos
usar dois vetores ortogonais pra formar uma base para esse espago. Tradici-
onalmente representamos os vetores dessa base por |0) e |1). A base formada
por esses estados é usualmente denominada base computacional. Um qubit
pode se encontrar em um estado de superposicao dessas duas alternativas e
o estado mais geral possivel serd escrito na forma:

W) =al0) +6]1) ; a,BeC e |aof+|8] =1 (2.1)

Como |a|*+|8]> = 1, a Equacio (ECT) pode ser reescrita, descartando um
fator de fase global sem consequéncias observaveis, na forma:

) = <COS Z|O) + € sin z|1>> (2.2)
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Os parametros 6 e ¢ definem um ponto em uma esfera tridimensional
unitaria, como mostrado na Figura E-1. Isto é, existe um vetor de raio r =1
que liga a origem da esfera até esse ponto que denota o estado. Os angulos
azimultal e polar do vetor sdo dados por 6 e ¢, respectivamente. Essa esfera
é frequentemente denominada esfera de Bloch e é um modo 1til de visualizar
o estado de um tnico qubit e operagoes realizadas nesse espaco.

10)

it

Figura 2.1: Representagdao de um qubit na esfera de Bloch. Imagem retirada
do livro de Nielsen Chuang[56].

Para sistemas de duas dimensoes, hd um conjunto especial de matrizes
hermitianas e unitarias, denominadas matrizes de Pauli, que sdo extreta-
mente uteis e, portanto, vamos defini-las aqui:

0 1 0 —1 1 0
O'x:<1 0), ay:<z. 0), O’Z:<O _1>. (2.3)

Os estados da base computacional {|0),|1)} sdo, em geral, definidos como
os autovetores de o, correspondentes aos autovalores +1 e —1, respectiva-
mente.

Todos os operadores hermitianos que atuam nesse espaco bidimensional

— 1 0 — s
podem ser representados na forma al + 7 - &%, onde 1 = (O 1)@ eER, UEé
um vetor unitario real e tridimensional e ¥ - & representa o operador

V-G = byo, +byo, +b.0,. (2.4)

I As matrizes de Pauli em conjunto com a identidade formam uma base para o espago de
matrizes 2x2 e, portanto, toda matriz nesse espaco pode ser escrita como um combinag¢ao
linear dessas. Em particular, as matrizes hermitianas podem ser escritas com coeficientes
reais.
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2.1.2 Qudits

Como extensao dos qubits, temos os qudits que sao sistemas de d niveis.
Mais precisamente, um qudit é descrito por um espaco de Hilbert de dimensao
d. Um estado nesse espago pode ser escrito como:

d

[v) = _aili), (2.5)

1

onde os coeficientes ¢; sdo nimeros complexos e {|1),[2), ..., |d)} denota uma
base para esse espago. Exemplos de qudits sao os qutrits(d = 3) e ququarts(d =
4).

Recentemente foi reconhecido que a utilizagdo de sistemas de maiores di-
mensoes em computacao e informagao quantica tém vantagens fundamentais
e praticas. Por exemplo, protocolos quanticos de criptografia baseados em
qudits sdo mais seguros, qudits emaranhados sao mais resistentes a ruido,
tarefas de computacao quantica podem ser implementadas de forma mais
rapida com o uso de qudits e o uso de computadores quanticos como simu-
ladores de fisica pode ser facilitado utilizando qudits[39, IR, 20, 41, 53, 64).
Essas vantagens levam a um aumento do interesse em sistemas quanticos
multiniveis.

2.1.3 O produto tensorial

O produto tensorial é uma operagdo importante quando estamos estu-
dando sistemas compostos. Nesta secdo vamos fazer um detalhamento desse
tépico, como apresentado em [56].

Suponha que V e W sdo espacos de Hilbert? de dimensoes m e n, respec-
tivamente. Entao V @ W é um espaco vetorial de dimensao m x n gerado por
vetores da forma |v) ® |w), onde |v) é um elemento de V' e |w) é um elemento
de W. Dessa forma, Y, ¢;|v;) ® |w;) também é um elemento desse espago.

Por defini¢do, o produto tensorial satisfaz as seguintes propriedades:

1. Para um escalar arbitrario A e elementos |[v) € V e |w) € W,
Alv) @ [w)) = (Av)) @ [w) = [v) © (Aw)). (2.6)
2. Para arbitrarios |vy), [v2) € V e |w) € W,

(lor) + |v2)) @ [w) = Jo1) @ [w) + [v2) © |w). (2.7)

2 A saber, a discussio subsequente é valida para quaisquer espacos vetoriais complexos.
Supomos espacos de Hilbert por conveniéncia.
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3. Para um arbitrario |v) € V e |wy), |wq) € W,

[0) @ (lw1) + |w2)) = |v) & Jwy) + [v) @ [ws). (2.8)

4. Sejam arbitrarios |vy), |ve) € V e |wy),|ws) € W. Se Ve W possuem
produto escalar, entao define-se o produto escalar em V ® W por:

((v1] @ (wi]) (Jva) @ [wa)) = (v1]va) (wi|ws). (2.9)

Seja [v) € V e |w) elementos de W e A e B operadores lineares nos espagos
V e W, respectivamente. Entao, podemos definir um operador linear A ® B
em V ® W pela equagao:

(A® B) (Jv) ® |lw)) = Ajv) @ Blw). (2.10)

A definigdo de A ® B ¢é extendida para todos os elementos de V@ W de
forma a garantir a linearidade desse operador. Portanto:

(A® B) (Z cilvi) ® ]wl)> = ZciA|vi) ® Blw;). (2.11)

Comentario sobre a notacao: Muitas vezes no decorrer deste trabalho,
para simplificar a escrita, o produto tensorial de vetores sera denotado por:

[0) @ |w) = |v)|w) = ow). (2.12)

2.1.4 O operador densidade

O formalismo de operador densidade é uma forma conveniente de des-
crever sistemas quanticos cujo estado nao é completamente conhecido. Su-
ponha que temos um sistema contituido de uma fonte que prepara estados
[U1), [12), ...]1,) com probabilidades py, pa, ..., p,. Chamaremos {p;, [1;)} de
um ensemble de estados puros. O operador densidade para esse sistema é,
entao, definido pela equacao:

p= Zpi|¢i><¢i’- (2.13)

Podemos mostrar que o operador densidade é um operador positivo de
trago um. Seja o operador densidade dado pela Equagao (213), entao:

Trp = ZplTr(Wl)(l/Jz\) = Zpi =1 (2.14)
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Se |¢) é um vetor arbitrario, temos que:

(@lpld) = D_pildlvi)(¥ild), (2.15a)
= pil(olvil”, (2.15b)
> 0. (2.15¢)

Vale ressaltar outra propriedade importante de operadores densidades.
Suponha que um sistema quéantico é preparado no estado |0) com probabili-
dade % e no estado |1) com probabilidade i. Portanto, esse sistema ¢é descrito
pelo operador densidade:

p= 21001 + 711l (2.16)

Agora definimos dois novos estados:

|a) = \/i!@ + \/BU’ (2.17a)
|b) = \/i|0> - \/51), (2.17b)

e consideramos que o sistema é preparado no estado |a) com probabilidade
1/2 e no estado |b) com probabilidade 1/2. Podemos verificar que o operador
densidade que corresponde a esse sistema é dado por:

1

p= glaal + ) ol = 3

1
210)(0] + 711 (218)

Ou seja, diferentes ensembles podem dar origem ao mesmo operador den-
sidade e, portanto, um operador densidade pode nao ser unicamente definido.

Duas outras nomenclaturas sao extremamente importantes e utilizadas e
vamos apresentd-las. Um sistema cujo estado |¢)) é conhecido exatamente
esta em um estado puro. Nesse caso, o operador densidade é dado simples-
mente por p = [¢)(y|. Caso contrario, dizemos que o sistema estd em um
estado misto. De acordo com a discussao apresentada acima, o operador
densidade correspondente a um estado misto nao é unicamente definido como
combinacao convexa de estados puros.

Podemos também utilizar a representacao na esfera de Bloch para visu-
alizarmos um estado misto. Nesse caso, o vetor que liga o centro da esfera
até o ponto que denota o estado tem como angulos polar e azimutal 0 e ¢,
respectivamente, mas tem r < 1. Ou seja, estados mistos residem na regiao
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interna da esfera de Bloch. Como o espago interior a um esfera é denominado
bola, essa regiao pode ser chamada de bola de Bloch.

Qualquer operador densidade no espago de Hilbert de duas dimensoes
pode ser representado na forma

1
p=5@+d-3), (2.19)

onde @ € R? e é chamado vetor de Bloch do sistema.
Agora que definimos o operador densidade, podemos formular os postu-
lados da Mecanica Quantica usando esse formalismo:

Postulado 1: A todo sistema quéantico isolado existe um espago vetorial
complexo(i.e., um espago de Hilbert) associado denominado espago de esta-
dos. O sistema é completamente descrito pelo seu operador densidade, que
é um operador positivo com trago um. Se o sistema quéantico estd em um
estado p; com probabilidade p;, entao o operador densidade para o sistema é

> Dipi-

Postulado 2: A evolug¢ao de um sistema quantico fechado é descrita por
uma transformacao unitaria. Isto é, o estado p de um sistema em um tempo
t; se relaciona ao estado p’ em um tempo t, por um operador unitario U que
s6 depende dos instantes t; e to,

o =UpUT. (2.20)

Postulado 3: As medi¢oes quanticas sdo descritas por um conjunto de
operadores de medida{M,,} que atuam no espago de estados. O indice m
refere-se aos possiveis resultados da medi¢ao. Se o estado do sistema imedi-
atamente antes da medicao é dado por p entdo a probabilidade de obter o
resultado m é dada por:

p(m) = Tr(M} Mup), (2.21)
e o estado do sistema apés a medigao é:

M,,,pM;,

Tr(M§M,.p) 222)

Os operadores de medida satisfazem a equacao de completeza

> MM, =1. (2.23)
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Postulado 4: O espaco de estados de um sistema quantico composto é o
produto tensorial dos espacos de estados de cada sistema fisico individual.

Operador densidade reduzido

Se p é um operador densidade que descreve um sistema composto AB,
entao definimos o operador densidade reduzido para o sistema A como:

pa = Trpp. (2.24)

Analogamente podemos definir o operador densidade reduzido p, para o sis-
tema B.

A operagao Trp é chamada de traco parcial sobre o sistema B e é definida
da seguinte forma:

Trp (|a1)(az| @ [b1)(ba2|) = |a1){az| Tr (|b1)(b2]) , (2.25)

onde |a;) e |ag) sao dois vetores no espago de estados de A e |by) e |by) sdo
dois vetores no espaco de estados de B. A operacao de trago que aparece no
lado direito da equacao é a operacao usual de trago para o sistema B, i.e.,
Trp (|b1)(b2]) = (bab1).

Se {|a;)} é uma base para o sistema A e, similarmente, {|b;)} uma base
para o sistema B, o valor médio de um observavel descrito pelo operador R
é dado por:

(R)=Tr(pR) = ) (aibjlplarby)(avby|Rla:b;), (2.26)
i’j’i/’j/
onde p é o operador que descreve o sistema composto AB.

Se considerarmos um operador R4 que atua somente no sistema A, i.e.,
R = R4 ®1, entao teremos:

(Ra) = Y (aibjlplaiby){ay|Rala;)(bjr|b;), (2.27)
1/7]71//7]/

=2 _(aibjlplaib;)(ay|Rala;). (2.28)
Wi j

Mas, pela defini¢ao de traco parcial, entdo >, (b;|p|b;) = Trp(p) = pa e,
portanto a Equagdo 2221 pode ser escrita como:
(Ra) =D _(ailpaRalas), (2.29)

=Tra (paRa). (2.30)

Portanto, a operacao de trago parcial é suficiente para calcularmos valores
médios de observaveis correspondentes a cada um dos sistemas individual-
mente.



Capitulo 3

Clonagem Quantica - Histéria e
Elementos

Este capitulo é dedicado a uma revisao bibliografica da teoria de clonagem
quantica através de uma abordagem essencialmente histérica. Nele serao
apresentados os eventos que sucederam a publicacao do teorema da nao-
clonagem e também suas consequéncias.

3.1 EPR, nao-localidade e comunicacao su-
perluminal

3.1.1 O argumento de Einstein, Podolsky e Rosen

Estados emaranhados levantam questoes fundamentais na Mecanica Quan-
tica, como apontado por Einstein, Podolski e Rosen(EPR) no classico ar-
tigo intitulado "Can Quantum Mechanical Description of Physical Reality
Be Considered Complete?"[25]. Neste artigo, conhecido popularmente como
EPR, ¢ proposto um experimento imaginario? que, segundo os autores, seria
uma demonstracao da incompletude da Mecanica Quantica. O artigo gerou
diversas discussoes na comunidada cientifica por muitos anos e a esséncia do
argumento de EPR ¢é descrita a seguir.

O artigo comecga com uma definicdo dos autores para uma teoria com-
pleta: uma teoria completa é aquela em que todo elemento de realidade é
representado por um elemento correspondente na teoria. O objetivo deles
é mostrar que a Mecanica Quantica nao é uma teoria completa mostrando
alguns elementos de realidade essenciais que nao estao contidos nela. Para

Do alemido gedankenexperiment
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isso, introduzem o seguinte critério para que uma grandeza fisica seja um
elemento de realidade:

If, without in any way disturbing a system, we can predict
with certainty (i.e., with probability equal to unity) the value
of a physical quantity, then there exists an element of reality
corresponding to that quantity.

De acordo com a Mecanica Quantica, se duas grandezas fisicas sdo descri-
tas por observaveis A e B que ndao comutam, isto é, [A,B] # 0, ndo existe um
estado quantico para o qual os resultados das medi¢oes de ambos os observa-
veis possam ser determinados simultaneamente. Assim, na visao dos autores,
segue-se que, ou (1) a descricdo quantica da natureza nao estd completa ou
(2) grandezas fisicas correspondentes a operadores que nao comutam nao
podem ter realidade simultanea, i.e., nao correspondem simultaneamente a
elementos de realidade.

O préximo passo é mostrar que, em certas circunstancias e assumindo
que a Mecanica Quantica é uma teoria completa, um sistema quantico pode
ter grandezas incompativeis com realidade simultanea. Dai surge o aparente
paradoxo, pois a negagdo da premissa (1) levaria & negagao da tnica ou-
tra alternativa, a premissa (2). A conclusdo dos autores é que a Mecanica
Quantica é uma teoria incompleta.

No artigo, eles procedem esta discussao esbocando um experimento hipo-
tético envolvendo um sistema quéantico composto por duas particulas distan-
tes correlacionadas em posi¢ao e momento. Mais tarde, Bohm modificou este
experimento simplificando a matematica utilizada. Na versdao de Bohm, te-
mos um sistema composto por duas particulas de spin 1/2 preparadas em um
estado de momento angular total nulo. Este serd o experimento imaginario
discutido na préxima segao, conhecido como experimento EPR-Bohm|g].

3.1.2 O experimento EPR-Bohm

Considere um par de particulas de spin 1/2 preparadas em um estado de
momento angular total nulo. Utilizando a base computacional, essa situagao
corresponde a um par de qubits preparados no estado de Bell

[67) = 50 1D = 1y o). (3.1)

= ()= (})" (32)

2Esses sdo os autoestados do operador o, com autovalores +1 e —1, respectivamente.

onde
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Esse estado é conhecido popularmente como estado singleto de spin. Su-
ponha que realizamos a medicao do spin ao longo de um eixo ¢ em ambos os
qubits. Isto é equivalente & medir um observavel correspondente ao operador
v - & definido como

<

0 = 0,0, + vy0y + V.0, (3.3)

sendo ¥ um vetor unitario real e tridimensional.

Para cada qubit, temos como resultados possiveis os autovalores de U - &,
+1 ou -1. Vamos verificar que, independente de qual seja a escolha de ¥/, os
resultados das duas medigoes serao sempre opostos um ao outro. Para isso,
suponha que |a) e |b) sdo autoestados de U-&, correspondentes aos autovalores
+1 e -1, respectivamente. Entao, existem «, (3, 7, 0 complexos tais que

|0) = afa) + B [b) (3.4a)
1) =~ l|a) +d|b) (3.4b)
Substituindo na equacao Bl obtemos
1 1
—(]0) |1) = [1)|0)) = (a0 — — b) — |b . 3.5
\/5(|>|> 1)10)) = (a 67)\/5(|a>|> 1) |a)) (3.5)
Mas, ad — 57 é o determinante da matriz unitaria ( @ g ) e, portanto,

igual & um fator de fase e’ para algum 6 real. Assim, a menos de um fator
de fase global, temos

! 0) |1 1)10)) = ! b b 3.6

E(IH>—|>\>)—ﬁ(\a>l>—\>|a>)- (3.6)

Como resultado, se realizarmos uma medida de v'- & em ambos os qubits,
um resultado de +1(-1) para o primeiro qubit implica em um resultado -1(+1)
para o segundo qubit.

Assim, suponha que dois distantes observadores, usualmente chamados
Alice e Bob, compartilhem um par de particulas no estado descrito pela
Equacao B, Devido a distancia entre as duas partes, por hipotese, nao ha
interagao entre os dois sistemas e, assim, uma medi¢ao no subsistema de Alice
nao tem nenhuma influéncia sobre o subsistema de Bob instantaneamente.
Se Alice realizar uma medi¢ao em seu qubit do observavel correspondente
ao operador U - & e obtiver o resultado +1, ela pode predizer com certeza
que, se Bob realizar uma medicao do mesmo observavel, encontrara o resul-
tado -1. Similarmente, se Alice obtiver o resultado -1 ela pode predizer com
certeza que Bob obtera 4+1 como resultado. Como é sempre possivel para
Alice predizer o valor do resultado obtido por Bob quando este realizar uma
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medicao do spin ao longo da diregdo ¥ em seu qubit, esta propriedade fisica
deve corresponder a um elemento de realidade, de acordo com o critério de
EPR. Portanto, deve ser representada em qualquer teoria fisica completa.
Entretanto, na teoria da Mecanica Quantica, ndo temos elementos para re-
presentar o valor de U'-& para todo vetor unitario v. Por exemplo, operadores
como d, e d, nao comutam e, portanto, nao é possivel encontrar um estado
para qual os resultados das medi¢oes de spin ao longo das diregoes x e z
possam ser determinados simultaneamente. Assim, Einstein, Podolski e Ro-
sen concluiram que a Mecanica Quantica estaria incompleta pois nao incluia
alguns elementos de realidade.

3.1.3 Estados emaranhados e comunicacao superlumi-
nal

As correlagoes apresentadas por estados emaranhados, discutidas na se-
¢do anterior, levaram a discussoes sobre a possibilidade de utilizéd-las para
transmissao de informacao e colocar em evidéncia efeitos superluminais. En-
tretanto, como veremos no exemplo a seguir, nao é possivel transmitir infor-
macao apenas utilizando essas correlagoes.

Considere novamente uma situacao como a descrita na secao anterior:
pares de particulas emaranhadas sdo geradas em uma fonte e encaminhadas
para dois observadores, Alice e Bob, localizados a uma certa distancia. Cada
um dos observarores tém acesso a uma parte do sistema[31, 5] e o estado
das particulas é dado pela equagdo (B). Alice pode escolher uma dentre
varias medigoes possiveis para realizar em seu sistema e denotaremos por x
a medicao escolhida por ela. Similarmente, denotaremos por y a medicao
escolhida por Bob. Uma vez que as medi¢oes sao realizadas, elas produzem
resultados a e b nos dois sistemas. A cada vez que o experimento é realizado,
os resultados a e b obtidos podem variar, mesmo quando a mesma escolha de
x ey ¢é realizada. Esses resultados, em geral, sao descritos por uma distribui-
¢ao de probabilidade p(a, b|x,y). Aqui, p(a,blz,y) é chamada probabilidade
conjunta e denota a probabilidade de Alice obter o valor a e Bob obter o
valor b, simultaneamente. Ao repetir o experimento um ntimero suficiente de
vezes e coletando os dados observados, pode-se obter uma estimativa razoavel
dessas probabilidades.

Cada parte pode também descrever seu experimento de forma individual
através de probabilidades marginais denotadas por

plalz,y) = Xb:p(mb!x,y)- (3.7a)

p(blz,y) = pla,blz,y). (3.7b)
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Assim, se Alice e Bob realizam medidas do observavel correspondente ao
operador o,, com resultados possiveis +1 e —1, temos que as probabilidades
conjuntas sao dadas por:

p(+17 +1|0za Uz) =0= p(_la _1|0za Uz)>
1

p(+1, 10, 0.) = 5 = p(—1, +1]0. ). (3.8)

J4 as probabilidades marginais para os dois resultados possiveis da medida
de Bob sao:

p<+1|az>0z) = p(+17+1’0270—2> +p(_17 +1’0—z70-z) =

Y

p(—1|0'z,02) = p(+1, _1|Uz> Uz) +p(_17 _1|027 Uz) = (39)

DO | = N

Agora, se Alice e Bob realizarem medic¢oes de o, e 0., respectivamente,
as probabilidades conjuntas sao dadas por

1
p<+17+1|0$702) = Z :p(+1) _1|0-x70-z>’

1
p(—1,+1|os,0,) = 1= p(—1, —1loy, 0.). (3.10)

As probabilidades marginais para os resultados de Bob sao, novamente,
dadas por:

p<+1lax>az) = p(+17+1’0m0—z) +p(_17 "‘”Ux,o_z) =

Y

DO | = N

p(—=1|oz,0.) = p(+1, 1|0y, 0,) + p(—=1, 1|0, 0,) = (3.11)

Para um caso mais geral temos: suponha que [¢)) é o estado que descreve o
sistema composto de Alice e Bob e Alice mega o observavel correspondente ao
operador A e Bob o observavel correspondente ao operador B. Pelo postulado
da medic¢ao, a probabilidade de Alice encontrar o valor a e Bob encontrar o
valor b ¢ dada pela probabilidade conjunta:

pla,b|A, B) = (v| (AlA, @ BIB,) |). (3.12)

Se Bob s6 tem acesso aos resultados de sua préopria medigao, entao tudo
que ele tem acesso é a probabilidade marginal dada por:

p(blA, B) = 3" p(a,b|A, B) = Y (0| (AlA, ® BIB,) [4), (3.13)

= (| (1@ B{By) o). (3.14)
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Portanto, se Alice e Bob nao trocam nenhuma informagao por vias clas-
sicas, os resultados de Bob sao os tnicos dados que ele possui e, portanto,
as probabilidades marginais sao tudo que o mesmo pode obter. Como essas
probabilidades sao iguais independente da escolha de observavel de Alice,
essa escolha nao tem consequéncias observaveis para Bob e, portanto, nao é
possivel Alice codificar informagcao na escolha de observavel que ela vai medir.
Portanto, parceiros que compartilham particulas em um estado emaranhado
nao podem trocar informacoes utilizando apenas as correlagoes apresentadas
por esses. Vale notar que caso informacao classica sobre os resultados da me-
digdo de Alice estejam disponiveis para Bob esse cenario muda. Mas, nesse
caso, a informagcao classica é sempre transmitida com velocidade menor que
a da luz.

3.2 A proposta de Herbert para comunicacao
superluminal

O evento desencadeador do Teorema da Nao-Clonagem foi a proposta de
comunicagao superluminal sugerida por Herbert em seu artigo FLASH - A
superluminal communicator based on a new kind of quantum measurement
[34], publicado em 1981. Essa proposta envolvia nao s6 o emaranhamento
de subsistemas separados espacialmente e, portanto, o uso de correlagoes
quanticas mas também a utilizacao de um dispositivo capaz de realizar mul-
tiplas copias de estados quanticos arbitrarios. O dispositivo que, na opiniao
do autor, seria capaz de realizar tal tarefa era um tubo de ganho de laser
idealizado que, estimulado por um tnico féton em qualquer estado de pola-
rizacao, emitiria um grande nimero de fétons com a mesma polarizagao do
foton incidente. Vamos considerar que N fétons sao emitidos a partir de um
foton de entrada. Podemos resumir o funcionamento do tubo de ganho de
laser idealizado por Herbert da seguinte forma:

V1) = [V, N), |H,1) = |H,N), |R,1) = |R, N}, |L,1) = |L,N), (3.15)

onde 1 e N denotam a quantidade de fétons propagando apés o dispositivo.
As polarizacoes horizontal, vertical, circular a direita e a esquerda sao deno-
tadas por H, V, R e L, respectivamente.

O experimento consiste em um setup como o descrito na secao anterior:
uma fonte emitindo pares de fotons emaranhados para dois observadores,
Alice e Bob, localizados em dire¢des opostas. Os fétons estao num estado
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singleto na variavel de polarizacao, i.e., o estado do sistema ¢ dado por:

Alice pode escolher livremente em quais bases realizard as medigdes em
sua parte do sistema, i.e., Alice pode escolher realizar a medi¢ao de polari-
zacao plana(H ou V) ou circular(R ou L). Apés Alice obter um resultado,
o féton a caminho de Bob sera projetado em um estado de polarizacao que
depende da medicao e do resultado obtido por ela. Esse féton entra no dis-
positivo e serao emitidos N fétons com a mesma polarizacao do incidente.
Todos os fétons na saida do dispositivo sao, entao, enviados para Bob. Os
N fétons que chegam até Bob sdo separados em quatro feixes de N/4 fétons
cada e sao direcionados para quatro detectores de polarizacao H, V, R e L.
Para a discussao subsequente, considere que um detector detecta com pro-
babilidade 1 um féton com a polarizagao que ele é idealizado para detectar,
nao detecta fotons que tenham polarizagao ortogonal a este estado e detecta
com probabilidade 1/2 um féton em um estado de polarizagdo que é uma
superposicao balanceada do estado que ele é idealizado para detectar e o
estado ortogonal a ele. Ou seja, um detector de polarizagdo horizontal nao
detectara fétons com polarizagao vertical e detectard com probabilidade 1/2
um f6éton no estado %UH ) +|V)). Agora, podemos analisar a situacao es-
pecificando as medigoes que Alice escolhe realizar, os resultados obtidos por
ela e os nimeros de fé6tons detectados nos detectores de Bob.

e Suponha que Alice realize uma medicao de polarizacdo destinada a

descobrir se o seu féton estd em um estado de polarizacao vertical ou
horizontal. Ela, entao, determina que a polarizacao de seu féton é ho-
rizontal. Nesse caso, o processo ocorre da seguinte forma:
a) Estado inicial: [¢),, = |H,1)|V,1) — |V,1)|H, 1); b) Medigao com
resultado Horizontal; ¢) Reducao do estado: |H,1)|V,1) ¢) Amplifica-
gao: |H,1)|V,N); d) Numero de fétons detectados por Bob em cada
detector: H: 0, V: N/2, R: N/4, L: N/4.

e Similarmente, se Alice determina que a polarizagao de seu foton é ver-
tical temos:
a) Estado inicial: |¢),, = |H,1)|V,1) — |V,1)|H, 1); b) Medigao com
resultado Vertical; ¢) Redugao do estado: |V, 1)|H, 1) ¢) Amplificagao:
|V, 1)|H, N); d) Numero de fétons detectados por Bob em cada detec-
tor: H: N/2, V: 0, R: N/4, L: N/4.

30 estado singleto possui invariancia rotacional e, portanto, tem a mesma forma quando
escrito na base {|R), |L)}
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[

Alice

]

[ ' = Divisor de feixe polarizante

= Placa de quarto de onda
@ = Divisor de feixe
|:| = Fonte de fétons

=Tubo de ganho de laser
| D ; ®

Figura 3.1: Esquema da proposta de Herbert[34] para comunicagao superlu-
minal.

e Agora, suponha que Alice realize uma medicao de polarizacao de forma

a verificar se o fo6ton a atinge com polarizagao circular direita ou es-
querda. Ela, entao, determina que a polarizacao de seu féton é circular
direita. O outro foton é projetado em um estado de polarizagao circular
esquerda e, portanto:
a) Estado inicial: |¢),5 = |R,1)|L,1) — |L,1)|R, 1); b) Medigao com
resultado circular a direita; ¢) Redugao do estado: |R,1)|L,1) ¢) Am-
plificacdo: |R,1)|L, N); d) Numero de fétons detectados por Bob em
cada detector: H: N/4, V: N/4, R: 0, L: N/2.

e Novamente, se Alice determina que a polarizacao de seu féton é circular
esquerda entao temos:
a) Estado inicial: |¢),5 = |R,1)|L,1) — |L,1)| R, 1); b) Medigdo com
resultado circular a esquerda; c¢) Redugao do estado: |L,1)|R,1) c)
Amplificagao: |L,1)|R, N); d) Namero de fétons detectados por Bob
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em cada detector: H: N/4, V: N/4, R: N/2, L: 0.

Pelas descri¢oes acima, observamos que as distribuigoes de probabilida-
des para os resultados obtidos por Bob sao diferentes dependendo de qual
medicao Alice escolhe realizar: note que nos dois primeiros casos o detector
que nao registra nenhum féton é o primeiro ou o segundo enquanto nos dois
casos subsequentes € o terceiro ou o quarto. Assim, se existisse tal dispositivo
capaz de copiar um estado de polarizacao arbitrario dos fétons, seria possivel
Alice codificar informacao na escolha de qual medicao ela realiza e, portanto,
poderia transmitir um sinal de forma instantanea para Bob.

A historia curiosa que hoje se sabe é que GianCarlo Girardi e Asher Peres
foram as pessoas designadas para a revisao do artigo de Herbert. Embora
Girardi tenha recomendado sua rejeicao, Peres recomendou ao editor da re-
vista que o artigo fosse aceito, embora acreditasse que ele era incorreto por
violar a relatividade especial. Nas palavras do proprio Peres, ao explicar sua
decisao anos mais tarde: I recommended to the editor that this paper should
be published. I wrote that it was obviously wrong, but I expected that it
would elicit considerable interest and that finding the error would lead to
significant progress in our understanding of physics. [568]

O artigo de Herbert foi publicado e pouco tempo depois varios autores,
como Wooters e Zurek [72], Dieks[?3] e Ghirardi[29] publicaram suas ver-
soes para o teorema da nao-clonagem, que terda uma demonstracao simples
apresentada na préxima secao.

3.3 Teorema da Nao-clonagem

O Teorema da Nao-Clonagem ¢é uma demonstracao matematica da im-
possibilidade de clonar um estado quantico arbitrario e desconhecido através
de uma transformagcao unitaria. Existem varias provas propostas do teorema
mas, para estados puros, existe uma demonstracao extremamente simples,
apresentada por Wooters e Zurek|72] no famoso artigo publicado em 19927
Seguiremos a demonstragao desse artigo, que também pode ser encontrada
no livro de Leslie Ballentine. [d].

Para clonar um estado quantico arbitrario |¢) precisamos de um aparato
em algum estado |@), um estado “em branco” |0) e um operador unitario U
global que realize a seguinte transformacao:

16)10)1Q) = 16) [6) Q') (3.17)

4 Uma extensdo desse resultado, a impossibilidade de se clonar estados mistos, foi
obtida por Barnun et al. em 1996[6].
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onde |@') é o estado final do aparato. Apds a interagdo dos subsistemas,
podemos obter o estado do subsistema original-copia fazendo um trago parcial
sobre os estados do aparato.
Supomos que haja dois estados, |¢1) e |¢2), para os quais a equagao (B17)
¢é valida, i.e.,
Ulg1)[0)1Q) = |¢1) [¢1) |Q') (3.18a)
Ulg2)[0) Q) = |¢2) [¢2) |Q") - (3.18b)

(Permitimos que o estado final do aparato, |Q') ou |Q") seja dependente do
estado a ser clonado)
Pela linearidade do operador U, para um estado de superposigao |¢s) =

a|er) + B o2), temos:
Ulos) 10)|Q) = a|p1) [¢1) |Q") + B |2) |92) Q") - (3.19)

Mas, esse nao é o estado copiado que gostariamos de obter. De acordo
com a equagao (BI7), o estado desejado era:

Ulgs) 0) Q) = [ds) [6s) Q™) , (3.20)

i.e., os termos cruzados de |¢;) ® |ps) ndo aparecem no estado final apés o
procedimento.

Portanto, embora o teorema nao proiba a copia de um conjunto discreto
de estados especificos(|¢1), |@2)), é impossivel construir um dispositivo capaz
de clonar um estado quéantico arbitrario(|ps)). De fato, como veremos a
seguir, ¢ possivel realizar a copia perfeita de estados que pertencam a um
conjunto ortogonal. Assim, o dispositivo imaginado por Herbert ndao poderia
ter o funcionamento dado pela Equacao (BIH): se o dispositivo é capaz de
copiar perfeitamente os estados de polarizacao H e V, ele nao poderia clonar
idealmente os estados de polarizagoes R e L.

O teorema da nao clonagem também pode ser provado utilizando o argu-
mento que uma transformacao unitaria preserva o produto interno entre dois
vetores. Igualando o produto interno dos estados inicial e final na equagao
(B1R), obtemos

(91]¢2) (QIQ) = {nle2)* (Q'1Q") - (3.21)

Como (Q|Q) =1, [{(Q'|Q")| < 1 e |{p1|p2)| < 1, esta equacao s6 serd
consistente em casos nos quais (¢;|¢2) = 0, quando os dois estados sao orto-
gonais, ou (¢1|p2) = 1, quando o estado é o mesmo.

Assim, podemos enunciar o Teorema da Nao-Clonagem da seguinte forma:

Teorema 1 (Teorema da Nao-Clonagem) Ndo eziste uma transforma-
¢do unitdaria capaz de clonar perfeitamente um estado puro desconhecido.
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De certa forma, o teorema da nao clonagem ja estava intrinsicamente
contido nas raizes da teoria da mecanica quantica sendo, portanto, trivial.
Mas, por outro lado, sua descoberta contribuiu para uma revisitagao da me-
canica quantica em uma linguagem de teorida da informacao, o que teve uma
importante influéncia no desenvolvimento da teoria de Informacao Quantica
nos tltimos anos|I9].

3.4 Maquinas de Clonagem Quantica

3.4.1 Definicoes em Clonagem Quantica

Como vimos na secao anterior, s6 estados pertencentes & um conjunto co-
nhecido de estados ortogonais podem ser perfeitamente clonados através de
uma transformacao unitaria. Embora essa condigao seja bastante restritiva,
algumas possibilidades ainda podem ser analisadas. Por exemplo, o teorema
nao impede a obtencao de copias imperfeitas de estados puros arbitrarios,
entao, quao boa pode ser a copia obtida? Além disso, se permitirmos uma
medicao em adicdo a uma operacao unitaria, a obtencao de cépias perfeitas
também nao é proibida. Nesse caso, a copia perfeita é 6btida com alguma
probabilidade de sucesso menor que um e, assim, como maximizar essa pro-
babilidade? Ou seja, podemos tentar otimizar os processos de clonagem®.
No primeiro caso, quando o processo leva a uma cépia imperfeita, a clona-
gem é denominada deterministica. Ja no segundo, dizemos que a clonagem
¢ probabilistica|B0].

Os dispositivos que realizam essas coOpias sao universalmente chamados
de Maquinas de Clonagem Quéntica(do inglés Quantum Cloning Machine,
QCM). Neste trabalho, estamos particularmente interessados no estudo da
clonagem imperfeita de estados quanticos, sendo as copias mais fieis possiveis.

Considerando que o estado puro de entrada® a ser copiado é dado por
1)) 4, podemos definir o processo de clonagem quantica da seguinte forma:

[)al0061Q)0 = [T, (3.22)

onde |0), é um estado “em branco” que vamos interagir com o estado a ser
clonado, |@), é um estado auxiliar que mediard a intera¢do — usualmente
chamado de estado da maquina ou ancilla — e U é uma unitaria apropriada.

SA partir de agora, ao utilizar o termo Clonagem Quantica, estamos nos referindo
aos processos permitidos pela teoria da Mecanica Quéntica, salvo quando explicitado o
contrario

SE importante salientar que, neste trabalho, s6 falaremos sobre clonagem de estados
puros. Para estados estados mistos, ainda ha poucos estudos e resultados provados.
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O processo de clonagem quéntica pode ser visualizado como uma interacao
entre dois subsistemas quanticos a e b mediada por um ancilla x, cujo efeito
¢ distribuir a informacgao contida no subsistema a entre os dois subsistemas
aeb.

Tomando o trago parcial do estado final do sistema, |W)u,, com res-
peito ao subsistema z, obtemos o operador densidade reduzido que descreve
o estado do subsistema original-copia, p.,. Também podemos obter o ope-
rador que descreve o estado do subsistema original (cépia) tomando o trago
parcial com respeito ao subsistema cépia (original), i.e., po = Try(paw) €
po = Tra(pap)-

Ap6s o procedimento de clonagem, chamaremos cada um dos subsistemas
a e b de cdpias® do estado inicial. Na descricdo acima, consideramos o caso
1 — 2, ou seja, duas copias sao obtidas a partir de um estado de entrada.
Podemos generalizar a expressao obtida para o caso N — M:

(1)) (10)*" ) 1Q)x = %) as®. (3.23)

O que buscamos ¢ uma otimizacao do processo descrito acima, i.e., pro-
curamos por unitarias que nos permitam obter as copias mais fiéis possiveis
ao estado original. Para isso, primeiramente, precisamos definir uma quan-
tidade que caracterize a perfomance do dispositivo, i.e., que seja adequada
para avaliar a qualidade das cépias obtidas. Na literatura, a Fidelidade é a
figura de mérito mais comumente utilizada para esse fim. Outra forma de
avaliar a qualidade dos clones é através da norma de Hilbert-Schmidt, que é
utilizada no artigo original de Buzek e Hillery|i4].

Fidelidade como figura de mérito na Clonagem Quéantica

Considere dois operadores densidades p e 0. Se p é um estado puro, i.e.,
p = ) (1], a fidelidade é definida por [38]:

F(p,0) = ($lo]). (3.24)
Se o também ¢ um estado puro, o = |¢) (4|, entao:
Plp,o) = [{w]o)[" (3.25)

Assim, para [1) e |¢) normalizados, se |1)) é o autoestado de algum ob-
servavel e o sistema é preparado em um estado |¢), a fidelidade nos dé a

"Ao longo deste trabalho, usaremos também a denominacdo clones.
8Nessa notacio utilizada |i)®7 indica o estado produto de j qubits idénticos no estado
|4), isto &, |1)®7 = |i) @ i) @ ... ® |i).

J
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probabilidade do sistema estar no estado |¢)) ap6s a medigao do observavel
correspondente. Uma importante propriedade da Fidelidade é, entao:

0< F(p,o) <1. (3.26)

Distancia de Hilbert-Schmidt como figura de mérito na Clonagem
Quantica

A norma de Hilbert-Schmidt de um operador A é dada por:

1/2

1A]l, = [Tr (4T4)] ", (3.27)

e tem a propriedade
Tr (ATB) | < ||AlL,|BIl, (3.28)

A Distancia de Hilbert-Schmidt entre dois operadores densidade p e o €,
entao, definida como

D(p.o) = (llp — olly)?* = Tr(p — 0)* (3.29)

Vamos analisar o que essa quantidade nos diz. Em um sistema de duas
dimensoes, qualquer operador hermitiano A que descreve um determinado
observavel pode ser expresso como

A - )\1P1 + )\2P2, (330)

onde \; e Ay sdo reais e P; e P, sao projetores com a propriedade Py P, = 0.
Para um dado operador densidade p, a probabilidade do observavel cor-
respondente ao operador A assumir o valor \; é dada por

pi? = Tr(pP). (3.31)
Da mesma forma, para um operador densidade o, temos
pi'? = Tr(pP). (3.32)

O uso da Distancia de Hilbert-Schmidt como forma de avaliar a simila-
riedade entre dois operadores densidade é baseado nas distribuigoes de pro-
babilidades geradas por eles para a medida de um observavel arbitrario. Se
os dois operadores sao “proximos” essas distribuicoes de probabilidades tam-
bém deverao ser proximas. Isto é, se p e o sao préximos, a probabilidade
que o observavel correspondente ao operador A assuma o valor \; no estado
p, pi?, deve ser préxima da probabilidade desse mesmo observivel assumir
o valor \; no estado o, p;(@.
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Utilizando a propriedade descrita na Equagao (B28), podemos calcular:
P 5| = [T [P (o~ )]
< IBl,llp = ally- = llp = ally = /D(p, o).

Na expressao acima, podemos ver que a definicao da Distancia de Hilbert-
Schmidt se comporta da forma desejada, nos dando uma ideia da similarie-
dade dos operadores densidades. Temos também que a seguinte propriedade
é satisfeita:

(3.33)

0< D(p,o) <1. (3.34)

Ressaltamos eue essa interpretagao da Distancia de Hilbert-Schmidt em
termos das distribui¢oes de probabilidades foi realizada considerando um sis-
tema de duas dimensoes. Para sistemas de dimensoes infinitas, essa interpre-
tagao nao é vélida [4] e, mesmo para espagos de dimensao finita, ela se torna
pior & medida que a dimensao do espago cresce. Entao, embora a Distancia
de Hilbert-Schmidt seja mais facilmente calculada em alguns casos, a Fide-
lidade é uma figura de mérito mais popular na avaliacao das copias obtidas
a partir da clonagem quantica e, portanto, sera a medida que utilizaremos
nesse trabalho

Podemos, agora, apresentar uma classificacao padrao utilizada para QCMs:

e Uma QCM é denominada universal se ela copia igualmente bem todos
os estados de entrada, isto é, se F; é independente de [¢). Aqui, Fj
indica a Fidelidade da cépia j e |¢) é o estado inicial a ser clonado. A
notacao UQCM ¢ frequentemente utilizada. Uma QCM nao universal
é chamadas de dependente do estado;

e Uma QCM é denominada simétrica se todos os clones tém a mesma
fidelidade, i.e., F; = Fj para todo j,j' =1,...,M;

e Uma QCM ¢ denominada 6tima se as Fidelidades dos clones sdo as
maximas permitidas pela teoria da Mecanica Quantica.

3.4.2 Clonagem trivial para qubits

Vamos agora analisar um pouco mais profundamente a QCM proposta por
Wootters e Zurek em sua prova do Teorema da Nao-Clonagem. Ela é definida
de forma que os vetores da base {|0),|1)} sdo copiados idealmente, i.e., o
processo de clonagem realizado por essa maquina, descrito pela Equacao
(B222), é definido como

10),10), 1Q), = 10),.10), 1Q0), - (3.35a)
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114100, 1Q), = 1), 11), 1Q1), - (3.35b)

Da unitariedade da transformacao U e da ortonormalidade dos vetores
da base |0), e |1),, podemos assumir que os estados finais da maquina |Qo),
e |@Q1), sdo normalizados, desde que o estado inicial |@)) também o seja:

+Q|Q), = +(Qo|Qo), = 2(Q[Q1), = 1. (3.36)

Se o estado de entrada que desejamos clonar é dado pela superposicao

[¥)a = al0), + B1), (3.37)

com « e 3 assumidos reais por simplicidade dos calculos e o2+ /3% = 1, temos:

9, 10), @), 2 a]0), 10), 1Q0), + B11), 110, 1Q1), = [®) .- (3.38)

Assim, o operador densidade que descreve o sistema apods o procedimento
é dado por
out __
Pave = ) abe abx (¥,

Pave = 0%10)al0)4]|Q0)aw(Q0l5(01a(0] + B]0) 0} Qo) (@1l (1]a (1]
+aB[L)al1)5]Q1)aa (Qolu{0la(L] + B2[1)a] 1)s]|Q1)aa (@1lp(1]a (L] (3.39)

Para analisar o estado do subsistema composto pelas duas copias, to-
mamos o trago parcial sobre os estados da maquina. Utilizando as relagoes
dadas pela Equagao (BZ38), obtemos:

poyt = Tre(pop,) = ] 00)(00] 4 52[11)(11], (3.40)
onde definimos
00) = [0)a|0)s, [11) = [1)a]1)s,
|01) = 10)4|1)p, |10) = [1)4]0)s. (3.41)

Os operadores que descrevem os estado quanticos de cada uma das copias
apos o procedimento de clonagem sao dados por

p((lOUt) = Trb(pgcl))ut)) = a2|0>a(0| + 62|1>a<1|7 (342&)
" = Tra(p™) = 0?00 0] + A2[1)u(1]. (3.42D)

Da Equacao BZ2, uma primeira informagao que podemos obter é que os
estados obtidos sdao idénticos e, portanto, a maquina é simétrica. Ou seja,
as duas copias tém a mesma Fidelidade. Ressaltamos uma caracteristica
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comum a toda QCM simétrica: o estado puro de entrada foi modificado e,
na saida, obtemos duas copias com estados misto.
Podemos reescrever os estados acima como

P = (a4 BY) [), (W] + (1= o + 8*) [¢h)a (e,

o = (ot + BY) ), (] + (1 — o + 8*) |9 (e, (3.43)

onde [1));, para i = a,b, é definido como na Equacao (B2331) e |¢+) = 3|0) —
all).
Portanto, a fidelidade de cada copia, obtida através da Equagao (B=24), é
dada por
F,=F, =o'+ p, (3.44)

que atinge um valor maximo de /' = 1 para o = 1 ou 8 = 1 e um valor minimo
de F =1/2 paraa = = % Portanto, os estados da base {|0),|1)} sdo
clonados perfeitamente pela QCM mas, se o estado de entrada estd em uma
superposigao, [¢), = % (0), + BI1),), o que obtemos apés o procedimento,
¢ um estado maximamente misto. Concluimos que um procedimento de
clonagem quantica, como o imaginado por Wooters e Zurek, ¢ dependente
do estado.

3.4.3 Clonagem quantica universal
UQCM simétrica para qubits (1 — 2):

A primeira UQCM simétrica para qubits foi proposta por Buzek e Hillery
[[d] e produz duas copias a partir de um qubit de entrada(l — 2). Seja
{]0), ,]1),} uma base para os subsistemas das duas cépias e para o subsistema
da maquina; ¢ = a, b, z. O processo de clonagem em questao é definido pelas
seguintes atuagoes nos estados de entrada, [0), e [1), ®

00104101 % /2 100 10410, + |/ 100 1+ 10,1041 1, 2450
100101, %2110, 10,10, + & 100, 10, + 10,0010, @ (3.4

9Aqui, a Eq. (3.29) de [i4] foi reescrita utilizando uma mudanca de notagio para os
estados finais da méaquina.

ONo artigo original essa transformacdo é construida a partir de uma expressdo mais
geral e impondo que o procedimento seja universal, ou seja, independente do estado de
entrada.
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Vamos mostrar que essa transformacao produz copias com mesma Fide-
lidade, independente do estado de entrada.

Dada a linearidade da operagao unitaria, para um estado de superposi¢ao
1) = |0) + B]1), com « e § complexos e |a|* + |3]° = 1, temos:

1) 100, 1Q), % /2 (a]0), 10), [0}, + 811),, 1), 1),)
/8 (10)0 1)y + 1), 10),) (@ 1), + 80),) = [¥),, (3.46)

Através de um calculo direto e longo, podemos reescrever a expressao
acima como:

D), = @ [0), [0, 1), + ﬁ [16al Yo + [ )al)e] 010 (347)

onde definimos ‘¢L> = *|0) — o™ |1).

O estado de saida do subsistema formado pelas duas cépias é dado por:

pZEt = Tro(|¥)abe abe(¥1),

2 1
At = 1)l @I (W g ([9)alt)o + [0 )al)s) (oWl |+ alet ().
(3.48)
Para calcular as Fidelidade precisamos obter os operadores densidade que
descrevem o estado de cada cépia:

p 1 1
P = Tay(ps) = S1)att + = (10Dafoh] + [0}l

2

§\¢>a<¢| + 617
(3.49a)

2 1

- —1.

3 )Y + G
(3.49b)

Com isso, as Fidelidades de cada cépia podem ser calculadas a partir da

Equacao e sao dadas por:

2 1
A = Tra(pgyt) = Slna(] + ¢ ([0he (] + [ ()

5
Fo=F= (3.50)

Destacamos que, assim como na QCM de Wooters e Zurek, a fidelidade
obtida é a mesma para ambas as copias e, portanto, a maquina de clonagem
é dita simétrica. Além disso, a fidelidade das copias nao depende do estado
de entrada e a maquina de clonagem é entao dita universal.

As copias obtidas através dessa QCM possuem uma alta fidelidade, F, =
bk, = % ~ 83%, mas podemos nos perguntar se ¢ possivel construir uma
transformacao que nos forneca um valor maior que esse. Apés o trabalho de
Buzek e Hillery, alguns outros autores|l 1, 80], utilizando resultados conheci-
dos da teoria da Mecanica Quantica, mostraram que esse valor é o maximo

permitido e, portanto, a QCM ¢ dita 6tima.
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A tranformacao do ancilla — Porta NOT universal:

Na secao anterior, analisamos apenas o estado de cada uma das copias
obtidas apods o procedimento de clonagem, i.e., os estados finais dos sub-
sistemas a e b. Entretanto, apés o procedimento, o estado do subsistema
da maquina também tem um interessante significado. Assim como foi de-
monstrado no Teorema da Nao-Clonagem que nao ¢ possivel construir um
dispositivo capaz de clonar idealmente um estado quantico arbitrario, Buzek,
Hillery e Werner[I6] mostraram que nao é possivel construir um dispositivo
cuja entrada é um estado arbitrario |¢)) e a saida é um estado ortogonal a
ele, [¢1). O estado |¢p*) é chamado de anti-clone e uma operacio desse tipo
¢ chamada de porta NOT quantica. Para qubits, podemos visualizar intui-
tivamente esse resultado da seguinte forma: sabemos que qualquer operacao
unitaria em um qubit atua como uma rotagdo em torno de um eixo na esfera
de Bloch e, portanto, os vetores sobre esse eixo nao sao alterados. Dois ve-
tores ortogonais na esfera de Bloch sao antipodas. Entao, a operagdo NOT
universal equivaleria a levar cada ponto da esfera no ponto diagonalmente
oposto, o que nao é possivel através de uma rotagao, onde os pontos sobre o
eixo sdo preservados.

Assim como o obtido para a clonagem quantica, pode-se encontrar ope-
ragoes que implementam perfeitamente a porta NOT quéntica somente para
um conjunto especifico de estados ou podemos encontrar operagoes que apro-
ximam a operacgao, da melhor forma possivel, para qualquer estado arbitrario
e desconhecido. Nesse tltimo caso, denominaremos tal dispositivo por porta
NOT universal(UNOT). Buzek, Hillery e Werner, no mesmo artigo|[li6], mos-
traram que a UNOT o6tima pode ser implementada usando a UQCM descrita
nesta secao. Nesse caso, o estado do estado do ancilla é o anti-clone 6timo
do estado de entrada. Para apresentar o resultado, vamos retornar ao caso
da clonagem simétrica para qubits (1 — 2) apresentado anteriormente.

Seja |1) = a|0) + B|1), com «, 3 complexos e |a|”> + |]> = 1, o estado de
entrada que desejamos clonar. O estado da ancilla pode ser obtido realizando
o trago sobre os subsistemas a e b:

/)gm = Trab(|\I’>ab:v abm(‘m)a (3-51)

onde |¥),, ¢ dado pela Equagao (8217).
Ao realizar esse calculo, obtemos:

2 1
P = S )e (U + S (Y, (3.52)

onde |[¢ L) = 5*|0) — a*|1) é o anti-clone ideal do estado de entrada.
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Nesse caso, ¢é facil perceber que a fidelidade é dada por:

2
F=- 3.53
- (353)

Representacao na esfera de Bloch

Podemos utilizar a representacao na esfera de Bloch para comparar o
procedimento de clonagem ideal, proibido pelo teorema da nao-clonagem,
e o procedimento de clonagem universal para qubits descrito nesta secao.
Considere o estado de entrada que desejamos clonar dado por [¢) = «|0) +
B|1). Na representagiao de esfera de Bloch, esse estado é representado como
um vetor ¢ apontando da origem para um ponto na superficie da esfera. A
diregdo desse vetor ¢ especificada pelo angulo polar 6 e o angulo azimutal ¢.
O operador densidade do estado de entrada pode ser escrito como:

1

po=0) (0] = 5 (1+75). (3.54)

Agora considere o estado de uma das cépias apds o procedimento de
clonagem universal, dado pela Equagao (829). Utilizando a equagao acima
podemos escrever:

2 1 271 1
ot = ~ ), “1==|=(1 *-*] ~1 :
Pt = Sl + gl =5 @+ T@) 4ot (355)
1 2.,
:2(]l+3v-0). (3.55b)

Portanto, o que a UQCM de Buzek e Hillery faz é reduzir o vetor de Bloch
do estado original de entrada, ¢, por um fator de %, sem alterar sua diregao.

Da mesma forma, podemos comparar o estado do anti-clone ideal e o
anti-clone 6timo. Na esfera de Bloch, o anti-clone ideal é representado pelo
vetor —v e, portanto, seu estado pode ser escrito como:

pe = [0, (04 = 5 (1~ 7-5) (3.56)

A partir do estado do anti-clone obtido a partir da UQCM, dado pela
Equagao (B352), podemos escrever:

out __ 2 1 1 1 o 1 L L 1
Pr = 3|¢) Yol | + 3|¢>x(¢| = 3|¢ Yol | + 3L (3.57a)
_ ; B a-7.9)+ ;1 (3.57b)

1 1.



CAPITULO 3. CLONAGEM QUANTICA - HISTORIA E ELEMENTOS30

Portanto, ao final do procedimento, o estado do subsistema da maquina
¢ um anti-clone imperfeito com o vetor de Bloch na mesma dire¢do do anti-
clone ideal mas reduzido por um fator de %

A discussao acima pode ser visualizada nas Figuras B2 e B33. Na figura
B2 temos as representacoes na esfera de Bloch dos processos de clonagem
quéantica e realizacao da porta NOT, ambos proibidos pela teoria da Mecanica
Quéntica. Na Figura B3 temos a representacao do processo de clonagem
universal proposto por Buzek e Hillery com a obtenc¢ao do anti-clone universal
6timo.

W)a
Estado
de entrada Clone 1
W)
Operacao proibida
Estado —)
“em branco” Clone 2
Y.
Estado
da méaquina .
(ancilla) Anticlone

Figura 3.2: Representacdo na esfera de Bloch dos processos de clonagem
quéantica e realizacao da porta NOT, ambos proibidos pela teoria da Mecanica
Quéantica. Um estado de entrada arbitrario é clonado perfeitamente, i.e., o
vetor de Bloch que representa esse estado permanece igual. No caso do anti-
clone ideal, é obtido um estado cujo vetor de Bloch tem o mesmo tamanho
do vetor original porém dire¢do diametralmente oposta.

Generalizacido para o caso (N — M)

Em 1997 [30], Gissin e Massar obtiveram a generalizacao para a UQCM
N — M, ou seja, M copias obtidas a partir de N qubits idénticos de entrada.
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onde

—j)!

(M — N)\(M

N+1

denota o estado normalizado simétrico com M — j

)

jut

e |(M =N,

estados [1)), e j estados [,
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Para essa transformacao, os autores obtiveram a fidelidade como:

M(N +1)+ N

M(N+2) (3:59)

F(?’V@M)(d =2) =

que reproduz o valor de F' = 5/6 obtido para N =1 e M = 2; d = 2 indica
que a fidelidade ¢é relativa a clonagem de qubits.

UQCM simétrica para qudits (1 — 2):

No inicio de 1998, a generalizacao de UQCMs para espagos de maiores
dimensoes foi considerada por Buzek e Hillery [I5] e Werner [67], indepen-
dentemente. A transformacao da UQCM 1 — 2 para espacos de dimensao d
foi proposta por Buzek e Hillery e o caso N — M foi derivado por Werner.
Vamos apresentar aqui a construcao realizada por por Buzek e Hillery,.

Seja {|¢p1), [P2), ..., |¢a) } uma base para um sistema de dimensao d tal que
um estado quéntico puro nesse espago pode ser escrito como:

W) = ;Oﬁ|¢i>a (3.60)

onde %, |oy|” = 1.

Para uma UQCM 1 — 2 simétrica, precisa-se de uma transformagao
unitaria que seja capaz de copiar qualquer estado de entrada, |1),, igualmente
bem e que produza duas cépias com a mesma fidelidade. O processo de
clonagem quéantica de qudits, proposto por Buzek e Hillery, é definido pela
seguinte transformacao em cada um dos estados da base |¢;),:

161)0 100, 1Q), = 9160, 100), 1Qu), + 1D (160}, 1650, + 1600 161),) 1Q5),

i#]

(3.61)
onde |@;) é um conjunto de estados ortonormalizados da maquina e os coe-
ficientes g e h sao assumidos reais. Assumimos também que o estado inicial
da méquina seja normalizado, i.e., ,(Q|Q), = 1. Dada a unitariedade da
tranformacao temos que g e h devem satisfazer a relagao:

g +2(d-1)h*=1. (3.62)

A qualidade da clonagem deve ser independente do estado de entrada e
todas as copias devem ter a mesma fidelidade. Essa invaridncia do processo
pode ser formalmente expressa pelas relagoes:

1—s
d

pat = slv)a(t| + 1, (3.63a)
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PRt = s[ahY, (] + 1;311, (3.63D)

onde s é um fator de escala que se relaciona com a fidelidade das cépias

através da expressao:
1—s
F=s+

(3.64)

Ressaltamos que essa é a mesma forma do operador que descreve cada uma
das copias obtidas através da méaquina de clonagem de qubits, Equacao
(829). Naquele caso s = 2/3, d = 2 e, portanto, F' = 5/6.

Ao aplicar a tranformagao definida pela Equagao (BBI) no estado de
entrada que desejamos clonar, Equacao (B60), obtemos:

d

), 10),1Q %gzan@ Vo l0i)y Qi)+ 2;0% (166)0 1650, + 1630, 160)) 1Qs), = 1¥) 4y

(3.65)
A partir dessa expressdo, podemos obter os operadores densidade que
descrevem o estado de cada uma das copias:

out Trbx(|l:[’>ab;r abac(lI’D

Zraz (67 + (d = 2] [$i)alil+ Y iy [20h + (d — 2) B] |$i)a(d]+h°1.

4,j=1
J#1

(3.66a)
pgm Troe (W) abe abe (P|)
d
pout Z ;| { 24 2)h2} \¢¢>b<¢i’+_z ;0 [29h +(d—2) hﬂ |pi)o(;]+R1.
" (3.66b)

Devemos, entao, encontrar os valores de g e h que garantam que ope-
radores densidade na Equagao (BB0) assumam a forma dada pela Equagao
(853). Dessa forma, a universalidade da transformagao é garantida. Com-
parando essas duas equagoes, podemos visualizar que g e h devem satisfazer
a condicao:

2gh = ¢°. (3.67)

Aplicando essa relacao na condicao de normalizacao, dada pela Equacao
(B52), temos:

2
L — 3.68
R (3.682)
1
h* = (3.68b)

2(d+1)’
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de onde segue-se que o fator de escala s é dado por:

d+2
2(d+1)

s=g*+(d—2)h* = (3.69)

Por fim, aplicando os valores de g e h encontrados acima na Equagao
(B1T), que descreve o processo de clonagem, obtemos a transformagao reali-
zada pela UQCM simétrica para qudits de Buzek e Hillery:

2 1
i)q |0 S [01) 1), | Qi)+ ——— i)a |9 i) @i i)
[61),10), 1Q),, = ST [61), [ 610, 1Qi),+ 2<d+1>¢§j(|¢>a|¢ by 10500 [6:0) 1Q5),
(3.70)
A fidelidade pode ser calculada a partir das Equagoes (B64) e (BHI)

como:
d+3

S 2d+2

Ressaltamos que, para d = 2, a transformacao acima se reduz aquela
obtida para a clonagem de qubits, dada pela Equagao (824). Além disso, da
expressao acima podemos notar que quanto maior a dimensao d do sistema,
menor serd a fidelidade de cada uma das copias obtidas.

Fir (d) (3.71)



Capitulo 4

Implementacao de UQCM para
ququarts

Neste capitulo, vamos apresentar uma implementacao experimental de
uma maquina de clonagem universal para sistemas de quatro dimensoes,
cuja transformacao unitaria tedrica foi proposta por Buzek e Hillery. A
implementacgao se refere ao caso 1 — 2, ou seja, 2 ququarts sao obtidos a
partir de 1 ququart de entrada.

4.1 Descricao matematica do processo de clo-
nagem universal

Seja |¢) o estado de entrada que desejamos clonar. Podemos definir uma
base {|¢1),|d2), |d3), |d4) } para um sistema de quatro dimensdes, tal que |¢)
¢ um dos elementos da base, i.e., |¢1) = |¢). O estado final apés a UQCM é
obtido aplicando a unitaria sugerida por Buzek e Hillery, descrita na Equacao
(B=m):

2 1
(W) abe = ﬁ’¢l>a‘¢l>b‘Ql>x + ﬁ[(’¢l>a|¢2>b + |P2)ald1)s) |Q2)2 +

+ (|61)al®3)s + |D3)alD1)6) |Q3)2 + (|01)alPa)p + |Pa)a|P1)s) |Qa)e] (4.1)

Podemos calcular o estado de cada cépia tomando o trago parcial sobre
os estados dos demais subsistemas :

7 1 1 1
Pa = TrbX(|‘Il>abxabw<\I’|) - E‘¢1>a<¢1|+170|¢2>a<¢2|+170’¢3>a<¢3|+170|¢4>a<¢4|7
(4.2)

35
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7 1 1 1
Py = Trax([¥)abzaba (¥|) = TO|¢1>b<¢1|+T0|¢2>b<¢2|+TO|¢3>b<¢3|+ﬁ|¢4>b<¢4|’
(4.3)
Para os estados acima, utilizando a Equacao (824), podemos obter a

fidelidade de cada copia:
7
F,=F=—. 4.4
)= (14)
Portanto, buscamos um procedimento experimental que alcance a fideli-
dade de 7/10 e que, portanto, transforme o estado puro de entrada , |¢), em

um estado misto como o da Equacao (£22).

4.2 Proposta de UQCM para sistemas de qua-
tro dimensoes utilizando o efeito Hong-
Ou-Mandel

O efeito Hong-Ou-Mandel é um efeito demonstrado por C. K. Hong, Z.
Y. Ou e L. Mandel em 1987 [36] que ocorre quando dois fétons interagem
em um divisor de feixes. Do ponto de vista pratico, um féton ao entrar em
um divisor de feixe com refletividade n = 0,5(BS, do inglés beamsplitter)
tem uma probabilidade de 50% de ser transmitido(ou refletido). Quando
dois fétons de mesma polarizagao e frequéncia, perfeitamente indistinguiveis
espacialmente e temporalmente, entram em um divisor por diferentes portas a
interferéncia ocorre e os dois emergem pela mesma saida, i.e., a probabilidade
de detectar um féton em cada saida do BS é nula. Se os dois fotons tiverem,
por exemplo, polarizagdes ortogonais, a interferéncia nao ocorre mesmo que
suas outras caracteristicas sejam iguais, devido a distinguibilidade no grau
de liberdade de polarizagao. Nesse caso, cada féton se comportara de forma
independente no divisor de feixe. Para modelar o efeito, vamos escrever o
estado de dois fétons, considerando cada um deles entrando em uma porta
do BS, como indicado na Figura (21). Utilizando o formalismo de segunda
quantizac¢ao, temos:

|1/}in> = |17i>a|17j>b7 (45&)
= a}b}|vac) (4.5b)

onde a e b representam os modos de entrada e saida do BS, sendo a e b os
modos de entrada e saida na direg¢oes horizontal e vertical, respectivamente,
e 1 e jJ alguma propriedade dos fétons que determina a distinguibilidade entre
eles. Esses podem se referir a polarizacao, frequéncia ou tempo de chegada
no BS, por exemplo.
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| 11_}:}&

Figura 4.1: Esquema de dois fétons incidindo em um BS com refletividade
n. Na entrada a do BS temos um féton em um estado dado por |1,4), e na
entrada b um féton no estado |1, 7). Os indices i e j representam alguma
propriedade dos fotons que determine a distinguibilidade entre eles.

Podemos modelar a atuacao de um BS com refletividade n através de uma
unitdria Upg que realiza as seguintes transformagoes nos operadores[d?]:

al = (Vmal +iyT =) ,bf — (ivT=nal + /b)) . (4.8)

Apds passar pelo BS, o estado dos fétons é dado por:
[Yout) = (\/T_NL:-r + i1 — an (i\/l — na} + \/ﬁb;) |vac), (4.9a)

= (i\/ﬁ\/l — na}a} + na}b} —(1— n)b;ra} + i1 — nblbj) [vac)
(4.9b)

Na Figura B2, apresentamos um diagrama representando as situagoes que
correspondem a cada um dos termos acima.

—=—

Figura 4.2: Diagrama representando as situacoes correspondentes a cada um
dos termos presentes na Equacao (79). Podemos visualizar que dois dos
termos referem-se as situacoes em que os dois foton saem pela mesma porta
do BS e os outros dois termos correspondem as situacoes em que os fétons
deixam o BS por saidas diferentes.

Vamos considerar dois foton indistinguiveis em todos os graus de liberdade
exceto polarizagdo e modo de propagacao. Além disso consideraremos que o
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BS é balanceado, i.e., possui refletividade n = 0, 5. No cenario em que os dois
fotons possuem polarizagoes ortogonais, horizontal para o féton na entrada
a e vertical para o féton na entrada b, o estado de saida apds o BS pode ser
escrito como:

1/ .
[Yout) = 5 (m;{ai/ + albl, — blal, + szbL) |vac) (4.10a)
1 1 1 1
= 5'17H>a|1aV)aa+§’17H>a‘1av>b7_§|1av>a’17H>b7+§’17H>b|17v>b-
(4.10b)

Na Equagao (B10), os dois termos do meio correspondem as situagoes em
que os dois fétons saem por diferentes portas do BS. Assim, a probabilidade
de dois f6tons deixarem o BS por saidas diferentes é p = 1/2.

Agora vamos considerar o cenario em que os dois fétons possuem polari-
zagao horizontal, i.e., os fétons sao indistinguiveis. Nesse caso, o estado de
saida apds o BS pode ser escrito como:

1
[Vou) = 5 (ialyaly + alybly — baly +ibjybl;) [vac), (4.11a)
1
=3 (ialal; + iblbly ) vac), (4.11b)
1 1
(2 H) Yt —=[2, V), 4.11c

Note que na Equagao (B-11), utilizamos (aT)n\vac) = v/nl|n) e, portanto,
o estado estd normalizado. Nesse caso, vemos que um fenémeno de interferén-
cia ocorre e os termos correspondentes aos dois fétons saindo por diferentes
portas no BS se cancelam. Assim, a probabilidade de dois fétons deixarem
o BS por diferentes saidas é nula, p = 0.

O fendémeno descrito acima é um dos mais citados em Optica Quéntica
e tem desempenhado importante papel em varios experimentos de Informa-
¢ao Quéntica como o teleporte[d] e codificacdo superdensaldf]. A seguir,
acompanhando a proposta de E. Nagali et al[49], vamos mostrar como esse
mesmo fenémeno pode ser utilizado para realizar a clonagem universal em
um sistema de quatro dimensoes.

Suponha que enviamos um fé6ton em um modo monocromético no estado
que desejamos clonar, |¢),, na entrada a do BS. Aqui, |¢;), é o estado do
foton em graus de liberdade diferentes de frequéncia. Na entrada b, enviamos
um foton de mesma frequéncia do anterior em um estado totalmente misto
nos mesmos graus de liberdade que |¢;),. Podemos utilizar a base definida
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na secao anterior para escrevé-lo™:

o= 1 (60060 + loaull +10shu(s] + oa)s{on)).

Note que esse estado possui a mesma forma em qualquer base, garantindo
que os célculos seguintes sejam validos para um estado arbitrario de entrada.
Neste primeiro cédlculo, lembramos que estamos considerando uma situagao
ideal em que os dois fétons incidentes tém a mesma frequéncia e a distingui-
bilidade entre eles é determinada por outras propriedades como polarizacao,
momento angular, modo espacial e outras. O operador densidade que des-

i
b 7 (1) (1] +1d2dy (Dol + dady (D5 + [Dady (el

Figura 4.3: Esquema de dois fétons de mesma frequéncia incidindo
em um BS com reflexdo e transmissao de 50%. Na entrada a envi-
amos um féton no estado que desejamos clonar, |¢1),, e na entrada
b enviamos um féton preparado em um estado totamente misto, p, =

L(161)6 (1] + |d2)o(da| + |P3)e(da] + |Da)o{eal).

creve os dois fétons na entrada do BS pode ser escrito como:

, 1
P = 5 190aldn] @ (191)6(01] + [d2)0{d2] + @3)6(s] + |a)e(da])] . (4.12)
Usando o formalismo de segunda quantizagao reescrevemos o estado acima:

, 1
i 1 (aib“va@ (vac|aiby + albl|vac) (vaclaiby + albl|vac) (vac|aibs

+ albl|vac) <Vac|a1b4) ,(4.13)

onde |vac) denota o estado de vacuo do campo e aj» , sz, a; e b; referem-se

aos operadores de criacdo e destruicio nos modos a e b2, Os subindices

1Os detalhes da implementacdo de ququarts utilizando, pp, fétons serdo discutidos na
Secdo E3.

2Durante todo o capitulo, adotaremos a convencdo de usar sempre a letra a para de-
nominar os modos na dire¢ao horizontal e a letra b para os verticais.



CAPITULO 4. IMPLEMENTACAO DE UQCM PARA QUQUARTS 40

desses operadores sao correspondentes aos subindices dos estados da base,
1=1,2,3,4.

Novamente, o efeito do BS nesse estado pode ser modelado através de
uma unitaria Ugg que realiza as seguintes transformagoes nos operadores de
criagao[d?]:

1 1
T T ool T T T
a; = 7 (aj + zbj) by — 7 (zaj + bj) . (4.14)
e, portanto,
1 , 1 .

O estado dos dois fotons apds passar pelo BS é, entao, dado por:

CL]‘—>

1
Pt = 6 (A|VaC><VaC|AT + Blvac)(vac| B" + C|vac)(vac|C" + D|vac) <VaC|DT) ;

(4.16)
sendo A, B, C e D definidos como
A= (alaf +bjp]),
B =1 (ia}a} + alb} — abb} + ibfo}) .
C= % (iaiag + aybg — a;ﬂ,bJ{ + ibib;) ,
D =} (iafal + alb} — ajp] + ibjo}). (4.17)

Depois da interagao no BS, consideraremos somente o caso em que dois
fotons saem pelo mesmo modo de saida. Isso serd feito através de uma
pos-selecao do estado com dois fotons saindo no modo b. O estado pds-
selecionado, ja normalizado, é dado por:

r_ L fpi ot

p=x (blb1|vac> (vac|biby + biby|vac) (vac|biby + bibs|vac) (vac|by bs

+ bbh|vac) (vac|biby ) . (4.18)

Usando a base de Fock para representar o estado acima, temos

1
p = R (2/2,0,0,0)(2,0,0,0] +1,1,0,0)(1,1,0,0| 4+ |1,0,1,0)(1,0, 1, 0|
+1,0,0,1)(1,0,0,1]), (4.19)
onde |a, b, ¢, d) representa “a” fétons ocupando o estado |¢1), “b” fétons ocu-

pando o estado |¢9), “c” fétons ocupando o estado |¢3) e “d” f6tons ocupando
o estado |¢y).
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Para obter o estado de cada um dos fétons, reescrevemos o estado de dois
fétons da Equacdo (B2I) na base |¢1), [¢2), |@3) € |¢4), levando em conta a
simetrizacao:

2,0,0,0) = |p1)ilé1) s, (4.20)
1,1,0,0) — % ([¢1)il@2)s + [d2)ild1)s) , (4.21)
1,0,1,0) — % ([@1)ilga)s + |da)ildr)s) , (4.22)
1,0,0,1) — % ([¢1)ilPa)s + |Pa)ildr)s) , (4.23)

onde os subindices 7 e s foram utilizados para denominar cada um dos dois
fétons.
O estado de cada foton é calculado como

7 1 1 1
pi = pPs = E‘¢1>a<¢l’ + TO|¢2>a<¢2‘ + E’¢3>a<¢3‘ + T0|¢4>a<¢4|- (4.24)

Portanto, a fidelidade é F' = %.

4.3 Realizacao experimental com ququarts co-
dificados em momento angular orbital e
polarizacao

Agora apresentaremos uma forma de implementar experimentalmente a
proposta descrita na se¢do anterior e de testar seu funcionamento(veja Ref.
[@9]). Para isso, serao utilizados os fotons gerados no processo conhecido
como Conversao Paramétrica Descendente Espontanea(CPD), um dos méto-
dos mais comuns para gerar pares de fétons correlacionados no laboratério.
Nesse processo, um laser intenso é usado para bombear um cristal nao li-
near e ha uma pequena probabilidade de obter dois novos fé6tons de menor
energia. No processo ha conservacdo de momento e energia entre os fétons
convertidos e o feixe de entrada fazendo com que os fétons gerados sejam
correlacionados em varios parametros, como por exemplo, tempo de emissao,
frequéncia e momento. Essas correlagoes tornam o processo 1til para se de-
monstrar experimentalmente o procedimento de clonagem descrito na Se¢ao
a8,

A representacao esquematica do experimento esta relatada na Figura £-4.
A figura foi dividida em trés partes denominadas: fonte de fétons, prepara-
¢ao dos estados e sistema de deteccao, que serao detalhadas nas proximas

3Para maiores detalhes sobre a Conversdo Paramétrica Descendente Esponténea, con-
sulte o Apéndice 0.
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secoes. Os detalhes das montagens experimentais para a preparacao dos es-
tados e o sistema de deteccao, i.e., o conjunto de placas e PBS utilizado,
varia ligeiramente dependendo dos estados que serao preparados, como sera
discutido nas Secoes 32 e B234. Nessa figura esta representada uma das
configuracoes utilizadas.

Preparacao dos
estados

1
BS1

C
Fonte de “ 3 ‘
fétons ss2(_FHHOHHH-\~HE—

§-vs (P =P8BS
@ =A2 =P Fibra dptica
monomodo
=85 = Detectores

(:0 = g-plate

Sistema de
deteccao

Figura 4.4: Diagrama experimental para a implementacao da clonagem uni-
versal optima para ququarts hibridos codificados nos graus de liberdade de
polarizacdo e OAM.

Um cristal de p-Borato de Béario(BBO), ajustado para a condigao de
casamento de fase tipo II, é bombeado pelo segundo harménico? de um laser
de Titanio-Safira com modo travado® no modo espacial transversal TEMo,
gerando pares de fétons nos modos a e b, via CPD. Os fétons possuem

4A geracdo de segundo harmonico é um processo 6ptico nio linear demonstrado por
Peter Franken no qual fétons de frequéncia 2wy sdo gerados a partir da interagao de dois
fétons de frequéncia wy em um meio ndo linear [27]

5Um laser pulsado com modo travado é um laser que produz pulsos de luz de duracio
extremamente curta, da ordem de picosegundos(10~*2s) ou femtosegundos(10~1%s)
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polarizacao linear, comprimento de onda A = 795nm e largura de A\ =
4, 5nm, determinada por dois filtros de interferéncia(IF) na saida da fonte.

Os pares de fotons gerados sao, entao, transmitidos até o estagio de prepa-
racao dos estados através de fibras épticas monomodos, que definem o modo
espacial transversal como TEMgg, que possui momento angular orbital(OAM,
do inglés orbital angular momentum,) m = 0. Depois das fibras 6pticas, duas
placas de onda(C) compensam a rotagao introduzida pelas fibras nas polariza-
¢oes dos fétons e um divisor de feixes polarizado(PBS) projeta a polarizagao
de ambos para o estado horizontal.

No estagio de preparacao dos estados, os ququarts sao codificados ex-
plorando dois graus de liberdade da mesma particula: polarizacao e OAM,
sendo, por isso, chamados de hibridos. Essa codificacao dos ququarts baseada
no OAM e polarizagao leva a uma maior estabilidade na propagacao do féton
em comparacao com o ququart implementado explorando somente o grau de
liberdade de OAM [50, 7).

No modo a, é enviado um féton preparado no estado que se deseja clonar,
|¢) e no modo b é enviado um féton preparado em um estado totalmente
misto - totalmente aleatério em polarizacao e OAM. Esses estados sao gerados
através de uma combinacao de placas de ondas, divisor de feixes polarizador
e um dispositivo denominado g-plate, responsavel por acoplar o momento
angular orbital e polarizacao do féton[50].

O atraso temporal entre os fétons nos dois modos é ajustado através de
uma linha de atraso(Z), de modo a garantir a condi¢ao de inteferéncia para
o efeito Hong-Ou-Mandel ocorrer no divisor de feixes(BS1).

Um segundo divisor de feixes(BS2) é utilizado para separar os dois fétons
clones que saem pela mesma porta do BS1, permitindo uma pés selecao desse
resultado através de medigoes em coincidéncia. Na saida a do BS2, o sistema
de deteccao ¢é ajustado para projetar o estado do féton no estado inicial que
se desejava clonar. Na saida b, todos os quatro estados pertencentes a uma
base sao detectados. Isso é feito, novamente, através de uma combinagao de
placas de onda, PBSs e g-plates. Os fotons na saida do BS2 sdo acoplados
em fibras 6pticas monomodos e detectados por detectores de concidéncias(D1
e D2), de forma a p6s selecionar os fétons que agora sairam por diferentes
saldas no BS2. Através dessas detecgoes, podemos obter uma estimativa da
fidelidade das copias.
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4.3.1 Fonte de fétons: conversao paramétrica esponta-
nea descendente

A primeira parte do experimento consiste em uma fonte de fétons gerados
a partir da Conversao Paramétrica Descendente (CPD) utilizando um cristal
de -Borato de Bario(BBO) ajustado para a condigao de casamento de fase
tipo II. O feixe de entrada estd no modo espacial transversal TEMy, e, por-
tanto, tem m = 0,1 = 0. Como pode ser verificado no Apéndice O, utilizando
a aproximacao de cristal fino, o estado dos dois fétons apds o processo é dado
por:

)= 3 X [dw [ 4G [ AG Gy (G015 01, =) o5 04 m),

m=—00 0;,0s
(4.25)
onde |¢j,wj; 0, m;) representa um estado de um féton no modo definido pela
componente transversal ¢; do vetor de onda, frequéncia w;, polarizacao o; e
momento angular orbital m;h.

@ = PBS
B P= Fibra éptica
monomodo
= Filtro de

interferéncia

Figura 4.5: Diagrama experimental correspondente a fonte de f6tons.

Os dois fétons convertidos sdo detectados através de pequena aberturas
em posigoes fixas longe o suficiente da fonte, de forma que apenas um modo
espacial é selecionado por cada detector. Vamos denominar cada um desses
modos, indicados na Figura B3, por a e b. Neste caso, ao utilizar filtros
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de interferéncia com largura de banda estreita, centrados em wy/2, o estado
quantico acima, assume a forma:

|77Z)> = i Z /dw Gifi,crs,m f(w)|w7 O-iam>a|w0 — W;0g, _m>b, (426)

m=—00 0,05

onde f(w) é dado pelas fungoes de transferéncias do filtros f(w) = Fj(w)Fy(wo—
w) e tem a forma de uma gaussiana[66, B5]. No experimento, foram utili-
zados dois filtros de interferéncia(IF) centrados no comprimento de onda
A = 795nm e largura de banda de A\ = 4, 5nm.

Os fotons sao enviados para fibras Opticas que definem o modo espacial
transversal TEMyg, i.e., o modo com m = 0:

Wy ="> > [ dw G, . . [(W)dmolw; i, m)elwy — w;og, —m)s,

m=—o0 0i,0s

(4.27a)
=Y [ dw Gl F0)lw; 01, Ohality — w304, O, (4.27h)

0i,0s,
0i0s
As fibras épticas introduzem uma rotagao na polarizacao dos fétons que
é compensada por dois compensadores(C) localizados na saida das fibras.
Apos esses dois compensadores, um PBS é utilizado para filtrar os fétons
com polarizacao horizontal. Portanto, o estado final apds essa etapa pode
ser escrito como:

V) = Z /dw Gifi7as,o f(W)bo,. 1 0o, m|w; 04, 0)a|wo — w; 04, 0),  (4.28a)
= /dw o f(w)|w; H,0)4lwo — w; H,0)p. (4.28Db)

Utilizando os operadores de criagao, podemos reescrever o estado acima,
normalizando-o, como:

[¥) = [ deof ()l w)broln — w)lvac). (4:29)

onde aly, e b, representam a criacio de fétons nos modos espaciais a e
b, respectivamente, com polarizacao horizontal e momento angular orbital
mh = 0.

Apbs o PBS, o féton no modo b é preparado em um estado totalmente
misto em polarizacdo e o féton no modo a serd o estado de entrada, do
qual obteremos a cépia. Na proxima secao, descreveremos o processo de
preparacao dos estados.
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4.3.2 Preparacao dos estados

Para certificar que a implementacao experimental desempenha a funcao
que esperamos e, portanto, corresponda a uma maquina de clonagem univer-
sal, devemos saber como ¢é sua atuagao em um estado arbitrario de entrada,
i.e., devemos ser capazes de determinar o estado de saida do experimento
dado um estado de entrada arbitrario. Para sistemas de dimensao finita, isso
pode ser feito através da chamada tomografia de processo quantico[56] cuja
funcao é caracterizar o processo quantico associado a um dado experimento
- uma das tarefas mais importantes em implementagoes fisicas de algoritmos
de Informacao Quantica. A tomografia é realizada utilizando um conjunto
de “estados de prova” como estados de entrada da implementacao experi-
mental e determinando, através de medigoes, os respectivos estados na saida.
Com isso, ¢ possivel caracterizar o funcionamento do dispositivo. Na Figura
A4, ilustramos a Tomografia de Processo Quantico. A QCM é visualizada
como uma caixa preta e tudo que temos acesso sao os estados de entrada e
estados de saida dessa caixa, que serao utilizados para recontruir a matriz de
processo? correspondente ao procedimento experimental. Precisamos definir
qual o conjunto de estados de prova que devem ser utilizados e quais as medi-
¢oes que devem ser realizadas na saida para obter a completa caracterizacao.
Para sistemas com dimensao d = p”, onde p é um nimero primo e r um
nimero inteiro, podem ser utilizadas as chamadas bases mutualmente nao
enviesadas(MUBSs, do inglés mutually unbiased bases)[?6]. Adotando como
estados de entrada do dispositivo os d(d+1) estados obtidos a partir de um
conjunto de d4+1 MUBs e realizando medi¢oes nos estados de saida nessas
mesmas bases, podemos reconstruir a matriz de processo correspondente ao
procedimento experimental[26]. Portanto, para confirmar a generalidade da
implementacao experimental da QCM para sistemas de quatro dimensoes, é
necessario testa-la para vinte estados de entrada que formam cinco MUBs
para o correspondente sistema.

Um sistema de dimensao d = 4 pode ser obtido explorando os graus de
liberdade de momento angular orbital e de spin de fotons. Um feixe de luz
monocromatico propagando ao longo da dire¢ao z pode transportar momento
angular na diregdo de propagacao de duas formas[37, 2]. A primeira forma
estd associada com a polarizacao circular da luz, a direita ou a esquerda,
e cada féton carrega um momento angular de spin(ASM, do inglés angular
spin momentum) +h, onde + é relativo a polarizagao circular a esquerda e
— a polarizagao circular a direita. A segunda forma é chamada de momento

6Uma transformacao linear que mapeia operadores densidade em operadores densidade
é descrita por uma matriz de processo que possui dimensdo d?, onde d é a dimensao dos
operadores densidade.
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Preparagao Detecgao
Estados de Determinagéao dos
prova estados de saida
Processo
quantico

Figura 4.6: Diagrama esquematico da tomografia de processo quantico. A
implementagdo experimental é represenada por uma caixa preta e os dados
que temos acesso sao os estados de entrada e saida do experimento, que serao
utilizados para caracterizar o procedimento experimental.

angular orbital(OAM, do inglés orbital angular momentum) e esté associada
a distribuicao espacial do feixe, i.e., ao perfil de fase do feixe em um plano
perpendicular a diregao de propagacao. A dinamica de propagacao do feixe de
luz ao longo da direcao z é dada pela equacdo de Helmholtz na aproximacao
paraxial que tem como uma das solugoes

E(r,¢) = Ey(r)e™, (4.30)

onde r e ¢ sao coordenadas polares no plano zy e m é um namero inteiro.
Para essas solugoes, comumente chamadas de modos helicoidais, cada féton
carrega um momento angular orbital quantizado intrinseco na dire¢ao de
propagao do feixe dado por mh [2]. Esses modos helicoidais sao caracterizados
por uma frente de onda que tem a forma de uma hélice com um vértex éptico?
no eixo do feixe, com excessao do caso m = 0[567, []. O inteiro m também ¢é
chamado de helicidade orbital do feixe ou carga topoldogica do vortex éptico.
Na Figura I8 podemos ver a representacao dos modos helicoidais para alguns
valores de m.

Os ququarts hibridos utilizados no experimento sao codificados no es-
paco “spin-6rbita” ™ ® 0o, onde 7 refere-se ao espago de polarizagao e 0o
ao subespago de OAM gerado para m = £2(em unidades de k). Um es-
tado separavel genérico do espaco quadridimensional serd, entao, indicado
por [pl) = |@©)x|l)o,, onde |.), € |.)o, denotam os estados quanticos nos graus

"Um vértex éptico é um ponto de intensidade nula do campo eletromagnético.
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R) {

Figura 4.7: Representacao das polarizagoes circulares a direita e a es-
querda com os momentos angulares de spin associados. Imagem retirada

da Wikipedia[70].

de liberdade de polarizacao e OAM, respectivamente. Podemos introduzir
uma base para esse espaco {|H,+2),|H,—2),|V,+2),|V,—2)}, onde H(V)
refere-se a polarizagao horizontal(vertical) e +(-) refere-se a m = 2(—2). A
partir dessa primeira base, podemos encontrar quatro novas que formam as
cinco MUBs necessérias®; indicadas na Tabela (4.1). Para gerar todos os
estados pertencentes as cinco bases precisamos de componentes 6pticos que
permitam a manipulagdo dos graus de liberdade de polarizagdo e OAM. A
polarizacao pode facilmente ser manipulada com placas de onda, polarizado-
res e PBSs. Para a manipulagdo de OAM e acoplamento dos dois graus de
liberdade pode-se utilizar um dispositivo conhecido g-plate.

Uma g-plate(QP) é uma placa birrefringente que possui um padrao apro-
priado para o eixo Optico transversal cuja fungao é acoplar o momento an-
gular de spin e o momento angular orbital dos fétons que a atravessam|[45].
Quando a luz se propaga no vacuo ou em um meio isotrépico e homogéneo,
o momento angular de spin e o momento angular orbital sao conservados se-
paradamente. Entretanto, quando a propagacao ocorre em outros materiais,
ambas as formas de momento podem ser transferidas para o meio, permitindo
a manipulagdo de cada uma delas de forma separada ou conjunta. A trans-
feréncia do momento angular de spin ocorre quando a propagacao se da em
meios anisotropicos, como placas de onda birrefringentes e cristais liquidos.
Ja a transferéncia do momento angular orbital ocorre quando sao utilizados
meios isotropicos transparentes nao homogeéneos. Utilizando materiais que
sejam ao mesmo tempo anisotropicos e nao homogéneos é possivel que as
transferéncias dos dois momentos ocorram de forma dependente, i.e., é pos-

8Para o calculo do conjunto das 5 MUBs utilizadas, consulte o Apéndice Al
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m=—2

Figura 4.8: Representacao dos modos helicoidais para m = +2,+1,0,1, 2.
Na primeira coluna a esquerda temos o formato de frente de onda do feixe.
Na segunda coluna temos a distribuicao de fase do feixe em uma se¢ao trans-
versal. Na terceira coluna temos a distruicdo de intensidade do feixe em
uma secao transversal com o vortex optico representado pelo ponto escuro
no centro. Imagem retirada da Wikipedia[69].

sivel que a transferéncia de momento angular de spin afete a transferéncia do
momento de angular orbital. Existem ainda geometrias especificas em que
o momento angular total transferido para o meio é nulo. Nesse caso, ocorre
uma transferéncia direta do momento angular de spin para momento angular
orbital e, dessa forma, pode-se controlar a distribuicao espacial do feixe de
luz de saida a partir da polarizagao de entrada.

Para ilustrar o efeito, vamos considerar uma placa feita de um material
birrefringente uniaxial que provoca uma diferenca de fase de 7 entre as com-
ponentes da polarizacao(placa de meia onda). Consideramos que o feixe de
luz se propaga na diregao z e incide sobre a placa com incidéncia normal, de
modo que os planos das faces da placa sao paralelos ao plano de coordenadas
xy. Além disso, a orientacao do eixo 6ptico da placa, localizado no plano zy,
é especificada pelo angulo a que ele forma com o eixo x. Considere que esse
angulo é dado pela expressao:

a(r,¢) = q¢ + ao, (4.31)
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onde g e o sao constantes e r e ¢ sao as coordenadas polares no plano zy.
Da equagao acima, podemos ver que a placa deve ter uma singularidade na
origem, dado que o dngulo do eixo 6ptico varia de acordo com o angulo polar.
Os dispositivos birrefringentes nao homogéneos que possuem essa geometria
especificada acima sdao denominados g-plates.

Podemos analisar o efeito da g-plate em um feixe de luz aplicando o
formalismo de Jones[32]. A matriz de Jones correpondente a uma placa de
meia onda é dada por:

(4.32)

HWP(a) — (cos 20 sin 2« )

sin 2 — cos 2«

onde « é o angulo do eixo rapido da placa em relacao ao eixo x. Consideramos
que o angulo « depende do ponto (r,¢) do plano zy como apresentado na
Equagao (B=37).

Uma onda plana (m = 0) com polarizagao circular a esquerda, descrita

pelo vetor normalizado
= 1 (1
Ein(r7 ¢) = ﬁ <Z> ) (433)

apos ser transmitida pela g-plate, serd dada por:

Eout( ¢> HQP E (434&)

- (2 ) (131h)

27,q¢622a0 (4 ” )
= ] .04C
V2 o\

Portanto, o feixe que emerge da g-plate, além de possuir polarizagao
circular a direita, como o obtido normalmente através de uma placa de meia
onda, adquire um fator de fase €™, com m = 2q¢; i.e., o feixe de entrada foi
transformado em um feixe com helicidade orbital de 2¢ e momento angular
orbital de mh = 2gh por féton. Da mesma forma, podemos verificar que,
para um feixe de polarizacao circular a direita, o fator de fase ¢ dado por
e~imo,

Ao ser transmitido pela g-plate, cada féton cuja polarizacao é convertida
de circular esquerda para circular direita tem seu momento angular de spin
alterado de h para —h. No caso da g-plate com ¢ = 1, o momento angular
orbital de cada féton muda de 0 para 2h. Portanto, a variacao total do
momento angular do feixe é nula e nao ha transferéncia liquida de momento
para a placa. Nesse caso, a placa atua como um acoplador das duas formas de
momento, permitindo a transferéncia de uma forma para a outra. No outros
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casos, quando g # 1, podemos visualizar que essa conservacao do momento
angular do feixe nao acontece e, portanto, ha transferéncia de momento para
a placa.

A g-plate(QP) utilizada nessa implementagao tem ¢ = 1 e, portanto,
impoe uma variacao de Am = £2 dependendo da polarizacao do feixe de
entrada, positivo para polarizacao circular a esquerda e negativo para circular
a direita. No grau de liberdade de polarizagao, a g-plate atua como uma placa
de meia onda introduzindo uma retardacio de 7 9. Portanto, um feixe de
fotons no modo TEMgg, que possui m = 0, é convertido em um feixe com
m = £2 de acordo com as expressoes:

L) [0)0 & |R) x| + 202, (4.35)
IR)2|0)0 & [L)r| — 2)on,

onde onde R(L) refere-se a polarizagdo circular a direita(esquerda). Esse
resultado pode ser visualizado na Figura 9.

Figura 4.9: Efeito da g-plate em feixes de entrada no modo TEMgy, com
polarizacoes circular a direita e a esquerda. Imagem retirada da Wikipedia

Experimentalmente[52] foi demonstrado que qualquer superposigao coe-
rente de dois estados dados pela Equagao (B233) é preservada pela transforma-
¢ao na g-plate, levando a superposicao dos estados de saida correspondentes,
ie.

[H)<[0)0 % = (IL)x] = 2)o2 + |R)x| +2)c2) (4.36)

V)al0)o % (L)) = 20t — [R)] + 20en)

9Para uma descrigdo mais detalhada desse dispositivo, consulte as Referéncias [60] e
[52].
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Como indicado na Fig. (B0), para preparar os estados pertencentes as
bases I, IT e III utiliza-se a seguinte sequéncia de elementos 6pticos: uma
placa de quarto de onda(«), uma placa de meia onda(f), uma g-plate, um
PBS e duas outras placas de quarto de onda e meia onda(y e ¢, respectiva-
mente). O estados das bases IV e V sdo obtidos retirando o PBS e a terceira
placa de onda, v. A placa de onda § também deve ser inserida ou retirada,
dependendo do estado a ser preparado. Através do formalismo matricial de
Jones, podemos obter os angulos dos eixos 6pticos das placas de onda para
obtencao dos estados desejados. Os angulos calculados encontram-se indica-
dos na Tabela (4.1) e as demonstragoes dos calculos podem ser encontradas
no Apéndice (B).

Utilizando os componentes 6pticos descritos acima pode-se obter os esta-
dos desejados nas entradas a e b do BS1. Na entrada a do BS1 enviamos o
foton que desejamos clonar, preparado em um dos estados de uma das MUBs,
e na entrada b enviamos um féton preparado em um estado totalmente misto.
Esse estado misto é obtido utilizando a mesma sequéncia de elementos para a
preparacao dos estados pertencentes a base I mas rodando aleatoriamente™,
durante cada teste experimental, a primeira placa de quarto de onda(«a) e
aleatoriamente inserindo ou retirando a ultima placa de meia onda(d) posi-
cionada com um angulo de +45°. Como os fétons da Conversao Paramétrica
Descendente sao gerados aleatoriamente, o estado gerado é aproximadamente
maximamente misto.

Com a realizacao de varias repeticoes do experimento, para todos os es-
tados de entrada descritos acima e com as medigoes apropriadas na saida, é
realizada a caracterizagao experimental da implementacao.

4.3.3 Calculo de propagacao do estado

Nesta se¢do, vamos apresentar o calculo tedrico da propagacao do estado
que descreve os dois fotons desde o estagio de preparacao até o estagio de
deteccao. Para isso, vamos considerar que o féton que desejamos clonar foi
preparado no estado |H+), pertencente a primeira base descrita na Segdo
A=32. O segundo foton foi preparado em um estado totalmente misto, que
pode ser escrito nessa mesma base. Como ja discutido na Segao (4.2), essa
consideracao é feita sem perda de generalidade. Ao utilizar um estado arbi-
trario de entrada para o nosso calculo, seria possivel encontrar uma nova base
para escrever o estado misto de forma que a algebra permaneceria idéntica e
o resultado em termos dessa nova base seria equivalente ao que sera obtido
nesta secao.

190 angulo da placa ¢ alternado aleatoriamente entre +45° e —45°.
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/
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Bases: I 11, Il
a B ap

Preparacio

Bases: IV, V.

1

a p Qp .
.-'IIII

' =Aa (= PBS\.
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Figura 4.10: Representacao esquematica das conﬁguragées de preparacao dos
ququarts utilizados no experimento. QP é a g- plate e % sao placas de onda
e PBS é o divisor de feixes polarizador; «, 3, v e sao os angulos das placas

de onda em relacao ao eixo répido.

Apbs o processo de preparagao, temos o seguinte operador densidade que
descreve o estado dos dois fétons:

= 1 [ [ d £ () [y (@)l (0 — w)lvac{vaclaes (o irs (w0 — )
+aly, ()bl (wo — w)|vac) (vaclas (& )by (wp — ')
taly, ()b} (wn — w)[vac) (vaclar , (' )by (wo — ')

+aly (W)l (wo — w)|vac) (vaclar (w')by (wo — )] -
(4.37)
Introduzimos um atraso temporal no modo b, dada pela linha ajustavel
de atraso(Z), cuja agao nos operadores de criacao é dada por:

bl (wy — w) = e P () — w), (4.38)
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onde t é o atraso temporal do f6ton no mobo b em relacao ao f6ton no modo
a.
Assim, temos o estado antes do BS1:

= 1 [ [ 5(0) )¢ [aly ()bl (0 — w)lvae) {vaclas (o — )
taly, (@b (wo — w)|vac) (vacla ()i (wo — ')

(
)

Faly (@)Dl (wo — ) vac) {vaclas, ()b (wo — )
) (w

+aTH+(w)bL (wo — w)|vac)(vac|agy (W)by_(wg — w )} .
(4.39)
Usando a Equagao (B714), obtemos o estado apés a intera¢ao no BS1:
zwt —zwt T o
16/dw/dwf [ (w)|vac)(vac|AT(w")
+B(w )|V&C><V&C|BT( ") 4 C(w)|vac) (vac|CT(w') + D(w)|vac) (V&C‘DT(M/)} :
(4.40)

onde A, B, C e D sdo definidos como

Alw) = (ia}H(W)aJ}H(WO —w)+ a;{+(w)bil+(w0 —w) — aj_(wo — w)by +(w)

by ()bl (wo — w)

N—

)

B(w) = (ial, (w)al;_(wo — w) + aly, ()b (wo — w) — aly_(wo — w)bly, (w)

+ibly (Wbl (wo — w)

N~—

)

Clw) = (ial; (w)al, (wo — w) + aly, ()b} (wo — w) — al, (wo — w)bly, (w)

Fibly, (@bl (wo — w))

D(w) = (ial, ()l (wo — w) + ay, (Wbl (w0 — w) = alr_(wp — w)bly, (@)
by, (@) (wo — w)).
(4.41)

Pés-selecionando o estado que descreve ambos os fétons saindo pela mesma,
saida do BS1, o estado dos dois fétons antes da interagdo no BS2 é descrito
pelo operador normalizado:

= & [ [ F) @) e bl by (0 — ) i) v (s (00 — )
bl ()bl (wo — w) [vac) (vac]brr- (o )b (wo — ')
) (vaclag+ (w')by+ (wo — o)
) (

Wby (wo — w )} :
(4.42)

+b}{+ (W>b€/+ (wo — w)|vac

bl (@B (w0 — w)lvac
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Usando novamente a Equacao (B14), obtemos o estado apds a interagao
no BS2. Repare que agora os dois fétons entram pela mesma porta do BS2
e, portanto, usaremos somente a relagao para bg :

) :210 / dw / A’ f(w) f*()e et [ Ay (w) vac) {vac| Al (o)

+ B, (w)|vac) (vac| B} (w') 4+ C (w)|vac) (vac|C] (W) + Dy (w)|vac) (vac| D] (w')} :
(4.43)
onde Ay, By, C e Dy agora sao definidos como

Ar(w) = (B4 ()bl (wo — w) + ibly y (w)aly, (wo — w) + iy, (w)by, (wo — w)
_CLH+<W)@J}1+(WO - W)) 5

By (w) = (bl (@)bly— (wo — w) + by (w)aly_ (wo — w) + daly, ()bl (wo — w)

)
Ch(w) = (b}IJr(W)bLJr(WO —w) + ib}{+(“’>a€/+(wo —w)+ iaTH-ﬁ-(w
bl ()bl (e — )
Dy(w) = (bys ()bl (wo — w) + ibly (w)al,_ (wo — w) + daly, (w)b],_ (wo — w)
—bl (Wb} (wo —w)) -

(4.44)

Pés-selecionando o estado que corresponde aos os dois fotons agora saindo

por diferentes portas do BS2 e tomando o trago sobre o modo b, podemos
obter o estado do foton que sai pela saida a:

Pa= 15 /dw/dw flw et it {5(w — w)aly, (wo — w)|vac) (vaclam (wo — ')
+46(w — waly, (W)|vac) (vaclagy (W)
+o(w —wo + w’)aTHJr(wo — w)|vac) (vaclag 4 (wo — w')
aly, (w)|vac) (vaclag i (wo — ')
Y(vaclag_ (wg — W)

wo — w)|vac)(vac|ayy (wo — W)

<~1— <—+ O
+

)
_(wo — w)|vac)(vaclay _ (wg — w )]
(4.45)
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o= o [ ol F)P) [l (0 — )lvac) (vl (w — ) +day, (@)lvac) (vaclass ()
+aly_(wo — w)|vac) (vaclag _ (wo — w) + al, (wo — w)|vac) (vac|ay 4 (wo — w)

+al,_(wo — w)|vac) (vaclay_ (wy — w)]
+ 110 / dwf(w) f(wo — w)ethe_i(‘”O_“’)t {ajﬂ(wo — w)|vac) (vac|ag (wy — w)

by () vac) (vaclan ()]
(4.46)
Tipicamente, a fungao de distribuigao espectral f(w) é uma gaussiana
normalizada centrada em <, determinada pelos dois filtros de interferéncia,
para o caso em que sao selecionados pares de fétons que possuem a mesma
frequéncia:

]_ T2 40

Va@n)

onde o é a largura da curva de transmissao do filtro. Da Equacao (2247),

temos que:
=5 (3+(+-3))

Podemos reescrever a Equagao (B48) através de uma mudanga de varidvel:

flw) = , (4.47)

(4.48)

Wy — W > w, (4.49)

e na correspondente mudanca na variavel de integragao dw.

Pa = 110 / dwl| f(w)|?) {[5 + 2c08(wy — 2w)t] aly (w)|vac) (vaclag i (w)
+al,_(w)|vac)(vaclay_(w) + a;r/Jr(w) |vac) (vaclay 4 (w)

+al,_(w)|vac) (vaclay_ (w) }
(4.50)
Assim, ajustando corretamente o tempo da chegada dos fétons no BS1,
t = 0, obtemos a fidelidade:

7

7 2
F= E/dw|f(w)| - = (4.51)
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4.3.4 Sistema de deteccao

Agora, é necessario encontrar uma forma de obter a fidelidade a partir
de dados experimentais para comparar com o valor teérico previsto na sec¢ao
anterior, I = 7/10. Simon et al, na proposta experimental discutida em
[62], sugerem uma forma equivalente de obter a fidelidade em implementagoes
experimentais sem utilizar a matriz densidade do estado, como a forma usual.
De acordo com os autores, a fidelidade é dada pela frequéncia relativa de
fotons com polarizagao e OAM corretos — iguais aos do féton de entrada —

no estado final, i.e.:

Nc¢
F—_1¢ 4.52
No T Vo (4.52)

onde N¢ é a contagem de fotons encontrados no mesmo estado do féton
de entrada(clones) e Ng é a contagem de fétons encontrados em um estado
diferente do estado de entrada(ruido). Essa fidelidade pode, entdo, ser obtida
no experimento da forma descrita abaixo.

Consideramos que deseja-se obter a fidelidade relativa ao féton que deixa
o BS2 pela saida a. Por simetria, seria possivel obter de forma equivalente
a fidelidade do féton na saida b, e o resultado encontrado seria igual ao cal-
culado a seguir. Apds a interacdo no BS2, temos um sistema de medigao
ajustado para detectar, no modo a, apenas fétons no mesmo estado do féton
de entrada que deseja-se clonar, |H+). No modo b, fétons em todos os esta-
dos pertencentes a base {|H+), |H—),|V+),|V—)} sdo detectados. Cada um
dos estados pertencentes as cinco MUBs podem ser detectados através de um
conjunto de placas de onda, PBSs, g-plates e fibras épticas monomodos[50],
como indicado na Figura B-11. Destacamos que a fibra monomodo tem como
funcao selecionar apenas as contribui¢oes orbitais com m = 0, pois essas
somente transmitem fétons com perfis transversais gaussianos. Através do
formalismo matricial de Jones, podemos obter os dngulos das placas utili-
zadas. Os angulos calculados encontram-se indicados na Tabela E22 e uma
explicaca detalhada pode encontrada no Apéndice (B).

Apds o apropriado conjunto de elementos Opticos ha dois detectores de
coincidéncia entre os modos a e b. Entao, registra-se os valores para cada par
de detecgbes. Ressaltamos aqui que a utilizacao de detectores em coincidéncia
é essencial para que seja pos selecionado o estado que corresponde a cada
uma das copias saindo por saidas diferentes no BS2. Podemos descrever
teoricamente esse sistema de deteccao e obter as probabilidades de medicao
em coincidéncia como mostrado abaixo.

Vamos modelar cada detector de forma a ter uma resposta plana em
frequéncia, ou seja, nenhuma frequéncia é privilegiada. Assim, o operador
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l.-’r Deteccéo 4
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Figura 4.11: Representacdo esquematica das configuragdes do sistema de

detecao utilizado para cada um dos estados das MUBs. QP é a g- plate 2e

3 sao placas de onda e PBS ¢ o divisor de feixes polarizador; €, o, A\, 7, X e

p sao os angulos das placas de onda em relagao ao eixo rapido. Ver Tabela
4.2

de medida que descreve um detector no modo ¢ = a, b é dado por|[i0]:
M, = /dwccT(wc)|Vac) (vacle(w,). (4.53)

O operador de medida que corresponde a detecgao em coincidéncia de um
f6ton no modo a e um féton no modo b pode ser escrito como:

My, = /dwa a’ (wa)b' (wo — wa) |[vac) (vac|a(w,)b(wo — wa). (4.54)

Portanto, nosso sistema de detec¢ao completo, como descrito acima, pode
ser modelado por operadores de medi¢ao dados por:

M;; = /dwaaz(wa)b}(wo — wg ) [vac) (vac|a; (wq)b; (wo — wa), (4.55)
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onde i = |H+) e j é um dos elementos da base {|H+),|H—), |[V+),|V-=)}.
Dessa forma, a probabilidade de detec¢ao em coincidéncia de um féton
no modo a no estado ¢ e o outro fé6ton no modo b no estado j é dada por:

Podemos, utilizando as Equagdes (A241) e (E58), obter as seguintes probabi-
lidades associadas as medigoes:

prvi+ = Tr(p' Muims),
1 j —2w —i(wo—2w 1 1 —20
= o [ dwal F(wa) (2 + 2t emlenmzinty g o g2

prrn— =Tr(p'Mpyin_)

1 1
= A d, a a 2= =
oo [ dwalflwn) = o
parve = Tr(p' Muivy),
1 1
—— | d 2 _
oo [ dealflwn)? = o
pra+v— = Tr(p'Mpiv-).

1 , 1
= o [ dwnl fa)l = o

(4.57)

Além disso, temos trés novas situacoes se considerarmos as coincidéncias

adicionais detectadas caso trocassemos as medigoes realizadas nos modos a

e b, i.e., se permitissemos a deteccao de fotons com estado diferente do féton
de entrada no modo a. Ou seja:

pr—my = Te(p'My_py)

1 1
[ d o a 2 = — = _
o [l @l = 55 = b
pvirs = Te(p' My yny)

1 1 (4.58)
= o5 [ dwal F@)P? = o5 = prsv+

Pv-H4 = Tr(P,MV—H—)

1 1
= 55 [ dwal F@a) P = 55 = prrav.
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Assim, usando a Equagdo (E52) podemos obter a Fidelidade da cépia:

PH+H+ + PH+H- + PHAV+ T PH4V -

F = ,
PH+H+ + PH+H- T PH4+V+ + PHv— + PH-H+ T Dv+H+ T PV—H+
(4.59)
5 + 26—202152
F= (4.59b)

8 22072

Na Figura B132, representamos a fidelidade em fun¢ao do atraso temporal
entre os fotons. Se o atraso temporal entre os fétons ao chegar no BS1 ¢é
nulo, i.e., t = 0, entdo encontramos a fidelidade

F=— 4.60
-, (4.60)

como esperado.

Fidelidade

ot

Figura 4.12: Grafico da fidelidade em fungdo do atraso temporal entre os
fotons.

4.3.5 Resultados Experimentais

Apesar de toda a discussao presente neste capitulo fornecer um teste ade-
quado para garantir que a implementacao corresponda a uma maquina de
clonagem universal, o experimento realizado por Nagali et al.[49] utilizou
apenas duas bases para o teste, sendo uma delas formada por quatro estados
separaveis e a outra por quatro estados emaranhados nos graus de liberdade
de polarizagao e OAM. Portanto, tecnicamente, nao se pode afirmar que ela
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¢ uma maquina de clonagem quantica universal mas, no caso de qubits codi-
ficados no grau de liberdade de OAM, o teste foi feito para todos os estados
pertencentes as trés MUBs necessarias[bl]|, garantindo a universalidade do
processo.

Abaixo apresentamos os resultados experimentais obtidos na Ref. [d9]
para o procedimento de clonagem descrito neste capitulo.

Primeiramente, foi verificada a ocorréncia de interferéncia HOM entre os
fotons incidentes nos modos a e b do BS1E84. Para isso, o féton na entrada
b foi preparado no mesmo estado do féton na entrada a. As contagens de
coincidéncia entre os dois fétons na saida do BS2 foram medidas em funcao
do atraso entre os fotons nos modos a e b na entrada do BS1. Nas Figuras
A T3(a) e EId(a) estao relatados os resultados obtidos para o caso dos estados
de entrada pertencerem as bases I e IV, respectivamente. O pico do HOM ¢é
observado como um aumento nas contagens em coincidéncia de R = (1,89 £
0,5), compativel com o valor tedrico previsto de Rieo = 2.
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Figura 4.13: Resultados experimentais do procedimento de clonagem para
os ququarts pertencentes a base I. (a) Interferéncia de Hong-Ou-Mandel.
(b) Probabilidade p(i|¢) de detectar um clone em um estado |i) da base,
dado um estado de entrada |¢) da mesma base. (c)Fidelidade de clonagem
experimental para os fétons de entrada. Imagem retirada da Ref. [29].
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Depois que a condicao de interferéncia foi obtida, foi testado o procedi-
mento de clonagem para cada um dos estados da base I. Na Figura B-13(b)
estao representadas as probabilidades p(i|¢) de cada clone ser encontrado em
um estado da base |7) em fungao do estado de entrada a ser clonado |¢) com
i), 1¢) = |H,+2),|H, =2), |V, +2), |V, —2). Temos que p(i[¢) = Ny;/N para
i # ¢ ep(9]8) = (Npo + Lz Noi) /N, com N = Ny + 25,4 Noi Ny,
representa o nimero de contagens de coincidéncias entre foténs no estado
|¢) no modo a e fétons no estado |i) no modo b. Na Figura BTa(b) sao
apresentados os mesmos resultados para os estados pertencentes a base IV.

Nas figuras B13(c) e B14(c) estao representados os valores experimentais
das fidelidades de clonagem para os estados base I e IV, respectivamente.

(a)

] j :
&=
B4 Bs0
£ 0
£ =50
Esan
34.’1]3
2 a0
& 350 1
£ 3w
(=]

250
2] -0 -ap 0 40 B0

Displacement (um)

(e)
State| Fidelity
Tryv} |(0.726 £ 0.010)
2rv) |(0.582 + 0.004)
v} | (0.580 % 0.005)
v} |(0.662 £ 0.008)

Figura 4.14: Resultados experimentais do procedimento de clonagem para
os ququarts pertencentes a base IV. (a) Interferéncia de Hong-Ou-Mandel.
(b) Probabilidade p(i|¢) de detectar um clone em um estado |i) da base,
dado um estado de entrada |¢) da mesma base. (c)Fidelidade de clonagem
experimental para os fétons de entrada. Imagem retirada da Ref. [49].
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4.4 Proposta de implementacao para ququarts
codificados em caminho

Embora a implementagao experimental descrita na secao anterior seja
designada para a clonagem de ququarts hibridos codificados nos graus de li-
berdade de polarizagdo e momento angular orbital, o mesmo efeito Hong-Ou-
Mandel[36] pode ser utilizado para obter a clonagem universal de ququarts
codificados em outros graus de liberdade. Para isso, basta que o estado misto
utilizado no procedimento seja gerado nos graus de liberdade do estado que
desejamos clonar. Além disso, para caracterizar o funcionamento da ma-
quina no laboratorio, deve-se adaptar os sistemas de preparacao e deteccao
dos estados para que sejam adequados para as novas variaveis. Assim, uti-
lizaremos nesta se¢do todos os resultados tedricos obtidos anteriormente e
vamos apenas apresentar as sugestoes de modificagdes experimentais.

Abaixo, na Figura B3 (a), apresentamos um diagrama esquemadtico da
nossa proposta de implementacao do processo de clonagem utilizando o efeito
Hong-Ou-Mandel para ququarts codificados em caminho. Os ququarts sao
codificados em momento linear transversal, sendo também chamados de qu-
quarts espaciais ou ququarts de caminho. Ao contrario dos ququarts hibridos
podemos utilizar somente um grau de liberdade definido pelas fendas através
das quais os fétons sao transmitidos.

Cada um dos fotons produzidos pela conversao paramétrica, apds passar
por um conjunto apropriados de lentes, é direcionado para um anteparo com
quatro fendas idénticas transparentes. Dependendo da escolha de lentes que
utilizamos no caminhos entre as fendas(Ly, e Ly;) e o cristal, ou a imagem
do perfil transversal do laser no centro do cristal ou a transformada de Fou-
rier desse perfil sdo transferidos para a correlacao dos fétons nos planos das
fendas[22]. O primeiro caso é obtido utilizando um telecépio com duas len-
tes™ e o segundo utilizando uma lente simples, para o qual pode-se mostrar
que é possivel gerar apos as fendas um estado produto na forma:

) = 1) @ |ih)s, (4.61)
1
= 7D+ 120+ 13) +[49) @ (1) +[2) + [3) +14)),
onde i e s designam cada um dos fétons produzidos na conversao paramétrica

e |j), com j = 1,2,3,4, rotula a fenda pela qual cada féton passou, como
pode ser visualizado na Figura BI3(b). Introduzimos para o espago desse

HUm telecopio é um sistema de duas lentes no qual uma lente estd no plano focal da
outra.
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sistema a primeira base(I): {|1),|2), |3),]4)}. Dada essa primeira base pode-
mos encontrar as quatro outras bases que formam um conjunto completo de
MUBSs, como obtido no Apéndice Al

W an
L N =

IF,

I =Fendas [ [ =BS
=SLMy; [ = Detectores
(amplitude)

/

Figura 4.15: a) Diagrama experimental da proposta de UQCM 6étima para
ququarts codificados em caminho. Os detalhes da implementacao variam
dependendo da base testada e serao apresentados no texto. O subindice %
indica o caminho dos fétons e, portanto, i = a, b, ¢,d. b)Fenda multipla com
quatro aberturas.

Preparacao dos estados de entrada

No braco a devemos preparar os fétons em cada um dos estados perten-
centes as MUBs para os quais vamos testar o procedimento de clonagem. Isso
pode ser realizado com uma sequéncia de dois moduladores espaciais de luz
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(SLM, do inglés Spatial Light Modulator) localizados ap6s as fendas, nos ca-
minhos a e b. O SLM é um dispositivo que possui uma tela de cristal liquido,
cuja principal fungao é realizar a modulacdo espacial de um feixe. i.e., mo-
dificar sua intensidade(amplitude) e fase em fungao da posicao transversal.
Essa modulagao é obtida através da programacao de padroes especificos na
tela do SLM, também chamados de méscaras. A Figura B-18 mostra alguns
exemplos de mascaras que podem ser utilizadas no SLM de fase.

Figura 4.16: Exemplos de méascaras que podem ser utilizadas no SLM de
fase. Escalas de cinza diferentes acrescentam diferentes fases nos caminhos
dos fotons.

Nessa proposta, o SLMla é utilizado para modificar a contribui¢do de
cada componente do estado de entrada(SLM de amplitude) e o SLM2a(2b)
¢ utilizado como modulador de fase(SLM de fase). Os estados da base I
podem ser facilmente gerados utilizando apenas o SLM de amplitude. Para
obté-los, tudo que precisamos fazer é tampar os caminhos (as fendas) ade-
quados. Os estados das outras bases sdo gerados como combinacoes lineares
dos estados da base I, com fases apropriadas(veja Apéndice [Al). Para gera-
los, podemos utilizar somente o SLM de fase para modificar os coeficientes
do estado mostrado na Equacao (AHG) através da implementagao de fases
em cada caminho™. Nas Figuras 17 a) e b) apresentamos dois exemplos
de mascaras que podem ser utilizadas para geracao de duas das bases. Na
Figura B-T7 a) temos as méscaras para gerar os estados pertencentes a base I:
trés caminhos sao bloqueados, deixando aberto apenas o caminho referente a
cada um dos estados desejados. Na Figura 17 b) sdo implementadas fases
em determinados caminhos, possibilitando a geragao de estados dos estados
pertencentes a base II.

12Na pratica, em uma montagem no laboratério, o SLM de amplitude pode ser substi-
tuido por uma maésca que bloqueia trés dos quatro caminhos.
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Apés os SLMs, duas lentes (Lg, € Loy) formam a imagem das fendas no
centro do BS1, onde deve ocorrer o efeito Hong-Ou-Mandel. Uma outra
lente (L3) projeta a imagem do BS1 nos SLMs, que vao compor o sistema de
deteccao que sera descrito abaixo.

a)i==!
b)EEEE

Figura 4.17: Exemplos de méascaras no SLM para gerar os estados perten-
centes a duas bases. a) Mdscaras para geracao dos estados da base 1. b)
Maéscaras para geracao dos estados da base II. A fenda clara (cinza) identi-
fica o caminho onde foi acrescentada uma fase de zero(rw).

Preparacao do estado misto

No brago b devemos preparar um estado totalmente misto no grau de li-
berdade de caminho. Para gerar esse estado, seguindo a proposta encontrada
no trabalho [63], a ideia é utilizar um SLM apés as fendas com a fungao de
modular a fase de cada componente. Ao invés de utilizarmos uma tinica ima-
gem(maéscara) no SLM durante todo o tempo de aquisi¢do, devemos utilizar
um “filme” com cada uma das mascaras ficando ativa por uma determinada
fracao do tempo de aquisicdo. Para gerar o estado totalmente misto, i.e.,
com iguais coeficientes para cada um dos estados da base, podemos dividir o
tempo de aquisicao em quatro partes e deixar cada uma das quatro mascaras,
que implementam uma fase de 7 em um dos caminhos e 0 nos trés caminhos
restantes, por um 1/4 do tempo™.

130s fétons da CPD sdo gerados aleatoriamente, entdo nio é possivel determinar o
instante de interacdo entre o féton e o SLM, garantindo que o estado é misto.
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Sistema de deteccao

Como anteriormente, apos a interagdo no BS2, precisamos de um sistema
de medicao ajustado para detectar, no modo ¢, apenas fétons no mesmo
estado do foton de entrada para o qual o procedimento de clonagem de-
veria funcionar. No modo d, fétons em todos os estados pertencentes a
mesma base sao detectados. Para os estados da base I, isso pode ser feito
utilizando um SLM de amplitude, SLM1c(1d), para bloquear os demais ca-
minhos, como pode ser visualizado na Fig.lZTd. Para as demais bases, um
sistema mais complexo é necessario. Nesse caso, podemos utilizar um SLM
de fase, SLM2c(2d), seguido de uma lente que projeta o feixe numa distancia
focal, na qual sera posicionado uma abertura acompanhada de um detector
de fotons.™ No plano focal serd formado um padrdo de interferéncia dos
caminhos dos fétons. O tempo de chegada dos fétons no centro do padrao
de interferéncia é o mesmo, independente de por qual a fenda eles passa-
ram, garantindo que o estado dos fotons detectados no centro do padrao de
interferéncia tenha a mesma fase em todas as componentes™. Podemos im-
plementar fases no SLM para que, ap6s o dispositivo, o estado que desejamos
filtrar tenha sido transformado no estado que gere um maximo no centro do
padrao de interferéncia(Veja Fig. BIR). Ou seja, escrevendo cada um dos
estados pertencentes as bases II, III, IV e V na forma geral:

¥ = L) + € 2) + ) + e 1[4), (4.62)

temos que o SLM deve implementar fases ¢, ¢, ¢, @) tal que ¢; + ¢}, = 2,
parai=1,2,3,4.

Os detectores nos caminhos ¢ e d estao no plano da imagem em relacao
aos planos dos dois SLMs ou no plano focal das lentes Ly. e Lygy, dependendo
da escolha de lente apds os SLMs(Ly. € Lyg).

Desta forma, a partir do nimero de contagens em coincidéncia nos de-
tectores podemos montar um grafico de probabilidades e obter as fidelidades
dos estados obtidos a partir do processo de clonagem, de forma equivalente
a descrita na Secao E=34.

1Para os estados da base I, devemos substituir essa lente por uma lente que formaré a
imagem dos SLMs no plano dos detectores.

15Ref. [63] mostra, no Apéndice B, a expressdo mateméatica do operador de medida
de um detector no plano focal de uma lente, escrito na base dos estados de caminho.
Fica claro na expressdo (B.20) a proje¢do no estado de superposigdo de caminho com
coeficientes iguais quando o detector é posicionado no centro do padrao de interferéncia.
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1) |

|2>!

13)

|4)

B

SLM

f Det.

Figura 4.18: Sistema de deteccao para as bases II, III, IV e V. A lente Lj
projeta a imagem do BS1 no plano dos SLMs de fase no sistema de detecgao.
Esses acrescentarao as fases phi;, representados pelas diferentes escalas de
cinza. As lentes apds os SLM projetam o estado a ser filtrado no centro do
plano focal.
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Bases | Estados a o] y )

I |H,+2) 45 |0 0 0
|H,—2) +45 10 0 0
|V, +2) +45 | 0 0 +45
|V, —2) 45 10 0 +45

1T |D, h) 0 [0 0 | +225
|D,v) 0 +45 |0 +22,5
|A, R) 0 0 0 22,5
|A,v) 0 +45 |0 -22.5

I L, a) 0 =225 | +45 | 0
L, d) 0 +22,5 | +45 | 0
IR, a) 0 22,5 | -45 | +45
IR, d) 0 +225 [ -45 | +45

IV 75 (1R +2)+]L,-2)) | 0 0 - |-

75 (IR, +2) —|L,-2)) | 0 +45 | — | —

75 (1L, +2) +|R,=2)) | 0 0 — | +45

75 (IL,+2) = |R,-2)) | 0 +45 | — | +45
\ 7 ([H,a) +[V.d)) |0 +225 | — | —
75 ([H,a)—[V.d)) |0 225 | — | —

55 (H,d) +[V,a)) |0 +225 | — +45

55 ([H,a) = [V.d)) |0 225 | — | +45

Tabela 4.1: MUBs para o sistema quadridimensional em termos da polari-
zacao e do OAM. A direita, indicamos as diferentes configuraces de placas
de onda(veja Fig. BI0) para a preparacao experimental dos estados. Os
valores apresentados sao relativos aos angulos dos eixos 6pticos rapidos das
placas em relagao ao eixo horizontal do laboratério, assumindo que o féton
de entrada estd no estado |H,0). As células com — indicam a retirada da
correspondente placa de onda.
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Bases | Estados € © A T X 1
| |H, +2) 0 0 -45 | +45 | 0 0
|H, —2) 0 0 -45 | +45 | 0 +45
V,+2) 0 +45 | -45 | +45 |0 0
|V, —2) 0 +45 |45 | +45 | 0 +45
IT |D, h) +45 | +22,5 | -45 | +45 | +45 | +45
|D,v) +45 | +22,5 | -45 | +45 | +45 | 0
|A, h) +45 | -22,5 | -45 | +45 | +45 | +45
|A, v) +45 | -22,5 | -45 | +45 | +45 | 0
[T |L,d) +45 1 0 -45 | +45 | +45 | +22,5
|L,a) +45 10 -45 | +45 | -45 | +22,5
|R,d) -45 | 0 -45 | +45 | +45 | +22,5
R, a) -45 | 0 -45 | +45 | +45 | +22,5
vV (R A+2) +]L,-2)) | — |- — |0 0 0
% (IR, 4+2) —|L,—2)) | — — - 10 0 +45
(L +2)+[R,-2)) | — |0 — 10 0 0
% (IL,+2) — |R,—2)) | — 0 - 10 0 +45
\Y% 7 (|H,d) +|V,a)) +45 | - -45 | +45 | +45 | +22,5
% (|H,d) — |V, a)) +45 | - -45 | 445 | +45 | -22,5
75 ([H,a) +[V.d)) | +45 -45 | +45 | +45 | +22,5
\}i (|H,a) — |V, d)) +45 10 -45 | +45 | +45 | -22,5
Tabela 4.2: A direita, indicamos as diferentes configuracoes de placas de

onda(veja Figura B1T) para a detecao de cada um dos estados pertencentes

as MUBs utilizadas.

Os valores apresentados sao relativos aos angulos dos

eixos Opticos rapidos das placas em relacao ao eixo horizontal do laboratorio.
As células com — indicam a retirada da correspondente placa de onda.



Capitulo 5

Consideracoes finais

A clonagem quéantica vem ser tornando uma area de pesquisa muito ex-
plorada em teoria da Informacao Quantica, com grande desenvolvimento nas
ultimas décadas. Além da importancia do tépico em pesquisas nas areas de
Informagao Quantica e Computagao Quantica, a clonagem quantica também
é um excelente objeto para ser abordado no ensino de Mecanica Quantica.
A prova do teorema da nao-clonagem é extremamente simples e pode ser
compreendida tao logo se postule a linearidade dos operadores na Mecanica
Quantica e, ainda, o teorema tem relagao direta com diversas outras questoes
fundamentais na teoria. Por exemplo, a clonagem ideal de estados arbitra-
rios implicaria na medic¢ao simultdnea de observaveis incompativeis(primeiro
vocé poderia obter clones do estado e depois realizar medic¢oes diferentes em
cada clone). Além disso, a clonagem quantica também estd relacionada com
a condi¢ao de nao-sinalizacao e com a discriminacao de estados quanticos
nao ortogonais. No Capitulo 3 deste trabalho sao discutidas algumas dessas
questoes relacionadas ao teorema da nao-clonagem.

O teorema da nao-clonagem nos impde restri¢gdes sobre a copia de estados
quanticos, mas ainda é possivel obter copias de estados com grande fideli-
dade. Neste trabalho apresentamos as primeiras discussoes realizadas nessa
direc¢do, com a transformacao unitaria proposta por BuZek e Hillery [I5] para
a clonagem universal de 1 — 2 qubits, mostrando que essa alcanga uma fi-
delidade das cépias de "% (d = 2) = 5/6 ~ 85%, independente do estado
de entrada. Além disso, também apresentamos a transformacao unitaria,
proposta pelos mesmos autores|5], para sistemas de dimensdo arbitréaria d.
Nesse caso, os autores mostraram que a fidelidade depende da dimensao do
sistema de acordo com a expressao F| ﬁ’ig)(d) = ;&%. Esses valores obtidos
sao os maiores permitidos pela teoria da Mecanica Quantica, como apontado
nas Refs. [0, B0]. Para um sistema de quatro dimensdes, essa fidelidade

UnLY

6tima foi calculada como F™%) (d = 4) = 7/10.

71
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No Capitulo 4, apresentamos uma estratégia de como implementar e tes-
tar o funcionamento de uma maquina de clonagem quantica universal para
ququarts hibridos codificados nos graus de liberdade de polarizagdo e mo-
mento angular orbital, seguindo as realizacoes de Nagali et al.[49] e [50]
para a a implementagdo da QCM e geracao e deteccao das MUBs, respec-
tivamente. A proposta da QCM é baseada no efeito Hong-Ou-Mandel e, a
principio, pode também ser aplicada para sistemas de dimensoes maiores.
Apresentamos toda a teoria envolvida no procedimento, com célculos para
sistemas de quatro dimensoes, e mostramos que a fidelidade obtida equivale a
fidelidade 6tima de F' = 7/10. Entretanto, a implementagao experimental da
QCM[d9] nao foi testada para todos os estados pertencentes as cinco MUBs
necessarias e, portanto, tecnicamente nao pode-se afirmar ser uma UQCM.

O calculo realizado é geral e pode ser usado para quarts codificados em
outros graus de liberdade. Assim, apresentamos uma proposta propria de
modificagdo experimental para implementar e testar uma maquina de clona-
gem para ququarts codificados no grau de liberdade de momento transversal
ou, como também sao chamados, ququarts de caminho. Essa proposta tem
como vantagem a facilidade de geracao e deteccao desses qquarts utilizando
um numero reduzido de componentes 6pticos e a facilidade de realizagao do
teste para qudits de dimensoes diferentes. Deixamos a perperctiva de im-
plementar experimentalmente essa proposta e comprovar a universalidade do
procedimento.



Apéndice A

Conjunto de MUBs para
dimensao d = 4

Sejam By = {|¢1), ..., [Ya)} € Ba = {|¢1),...,|¢a)} duas bases ortonor-
mais para um sistema de dimensao d. Essas bases sao ditas mutualmente
nao enviesadas(MUB, do inglés mutually umbiased bases) se e somente se
[(pi|Y;] = ﬁ, para todo 7,7 = 1,...,d. Um conjunto {Bjy, ..., B,,} de bases
ortonormais em C? é chamado de conjunto de bases mutualmente enviesadas
se cada par de bases By e By sdo mutualmente enviesadas. Foi mostrado que
para espacos de dimensao d, onde d é uma poténcia inteira de um ntmero
primo, o nimero maximo de elementos em um conjunto de MUBs é d + 1.

Para um sistema de dimensao d = 4, um exemplo de um conjunto de
d+1 =5 MUBs, onde cada base ¢ denotada por M;, 1 < j < 5, é dado
por[40]:

M, = {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)} (A.1a)
1 1 1 1
My=4<¢—(1.1.1.1), —(1.,—-1,+1.—1), —(1.1,—1,—1), =(1,—1,—1.+1
2 {2(7 M M )72(’ ’+7 )72(7 ] ) )72(7 ) 7+ )}7
(A.1D)
M —{1(1 ), S (1 i 1) (14— 1), (1, i, —i 1)} (A.1c)
3 - 2 ’Z,Z’ b 2 b Z7 Z? b 2 7Z7 Z? b 2 b Z? Z’ b . C
M —{1(1 L =), S =14, 0), 21,1, —i, 1), 2 (1, -1, — ')} (A.1d)
4 — 2 ) 727 272 9 ,Z,Z,2 y Ly 27272 ) ) 1, 1 ) .

1 1 1 1
My =<¢=(1,7,1,—2), =(1,4,—1,7), =(1, —2,1,4), = (1, —¢, =1, —3) p . (A.1
s = {50001 =0), 5 (L0 —1,0), (1L =10, 5 (L =i, =L =)} (Ale)

Da mesma forma, usando as equagoes acima, podemos encontrar os veto-
res que compoe o conjunto de MUBS {1, I1,I11,IV,V} utilizado nesse traba-
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lho, a partir da primeira base, I, definida como {|H, +2), |H, —2), |V, +2), |V, —2)}.
Antes, vamos apresentar algumas convencoes que serao utilizadas.

Seguindo a mesma convencao utilizada para o espaco de polarizagao, onde
uma das bases é definida como {|H),|V)} com vetores correspondentes as
polarizacoes lineares horizontal e vertical, respectivamente, definiremos para
o espago de OAM gerado para m % 2 uma base {|h) |v)} onde os vetores sdo
dados por:

) === (1+2)+]=2), (A.2a)

—_
Hé\

v) = m(|+2> —1-2). (A.2b)

As polarizagoes circulares direita(R) e esquerda(L) tém como vetores cor-
respondentes:

|R) = (|H> —i[V)) (A.3a)

%\

|L) = (|H) +14V)). (A.3b)

ﬁ

Finalmente, as polarizagoes lineares angulo de £45° em relacao ao eixo x,
tipicamente conhecidas como diagonal(45°) e antidiagonal(—45°), tém como
vetores correspondentes |D) = % (|H) +1V)) e |A) = %(\H) —1|V)). Da
mesma forma, definiremos para o espaco de OAM os correspondentes vetores:

e im/4
) = s+ o) = S (42— 2) = = (1 +2) + il - 2)).
(A.4a)
@) = (B = o)) = o (4 2) =il = 2) = L (12— i - 2)
v - - ’
(A.4b)

onde desprezamos o fatores de fase globais nas tltimas igualdades.
Abaixo, apresentamos o calculo do conjunto de MUBS, {7, 11,1111V, V'},
para o sistema considerado neste trabalho.
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Vetores da base 1

|1>[ = |Ha +2>7 (A5a)
|2>I = |H7 _2>7 (A5b)
3)r = |V, +2), (A.5c)
4)r = |V, =2), (A.5d)
Vetores da base II
Vo= 5 (H 42+ [H -2+ V42 4 V,-2)  (AGa)
1 1
=ﬁ(|H>+|V>) 7(|+2>+|—2>)
=|D,h) (A.6b)
20 = 5 (H42) — [H, -2+ V42— [V,-2)) (A7)
1 1
zﬁ(|H>+|V>) 7(|+2>—|—2>)
=|D,v) (A.7b)
13) 17 = 5 L (1H,12) + |H,—2) — |V, +2) — |V, —2)) (A.8a)
1
:ﬁ(m)—yv» 7(|+2> | —2))
= |A,h) (A.8b)
|4) 11 = 5 (|H +2) — |H,—2) — |V, +2) + |V, —2)) (A.9a)
1
=ﬁ(\H>—W>) 7(|+2>—!—2>)
= ‘A,'U> (A.Qb)
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Vetores da base 111

1) =

N | —
—_

= ) +ilv) e
— |L,d)

|2>III =

N | —
—_

= ﬁ(lm +ilV)) @

= |L,a)

13) 111 =

N —
—_

= ﬁﬂm —ilV)) ®
= |R7d>

1 .
4) 11 = 3 (|H,+2) —i|H,

1 .
= EOH) —ilV)) ®
= |R’a>

Vetores da base IV

D =

[\3\}—![\3\

5 (1L, ) + R,

Sl

(|H,+2) +1i|H,

(|H,+2) + i|H,

(|H) +i]V)) @ |+ 2) +

—2) +i[V,+2) = |V, -2))
1

5 ([ +2)+i[=2)

S\

—2) +i[V,+2) + |V, -2))
1

5 (1+2) =il =2))

%\

—2) —ilV,+2) + |V, -2))
1

5 ([ +2)+i[—2)

%\

—2) —ilV,+2) - [V, -2))
1

s (1+2)—if=2)

%\

(]H +2) + |H, —2) + 1|V, +2) — 1|V, —2))

=)

5(!H>—i!V>)®|—2>

(A.10a)

(A.10D)

(A.11a)

(A.11b)

(A.12a)

(A.12b)

(A.13a)

(A.13D)

(A.14a)

(A.14D)



APENDICE A. CONJUNTO DE MUBS PARA DIMENSAO D = 4 77

2)

[3)1v

[4)

~
<
I

v

~
<

= S (H A2~ |H,-2) +ilV,42) +ilV,-2)  (Alsa)
§<\H> HiV) @ +2) - S (B — V) e | -2
= 5 (L) = R ) (A15)
5(;H +2) + [H, —2) — i[V, +2) + [V, ~2)) (A.16a)
= U —iv) © | +2)+ 3 () +ilV) ©] -2)
= 5 (R4 +1L.-) (A.16)
= 2 (1H,42) — |H,~2) — iV, +2) —ilV,~2)) (A.17a)
=AU =iV @ | +2) - S () +ilv) ©] -2)
= 5 (R4 =1L, (A17D)

Vetores da base V

—_
\/

2)v

;(]H 12) | H, —2) + |V, 42) — i[V, —2)) (A.18a)
;\ '@ (;+2>+z‘|—2>)+§|V>®(|+2)—i(\—2>)
\1[ (1, d) + |V, a)) (A.18b)

(H,+2) +i|H, =2) — [V, +2) +i|]V, -2)) (A.19a)

w\»—*w\»—‘

—_

HY® (1 +2) +i] - 2) — 5[V) @ (| +2) —i(] - 2)

5 (1, d) — |V, a)) (A.19b)

%\
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1)y = ; ([H,42) — i|H, —2) + [V, +2) + iV, —2)) (A.20a)
= S @ (+2) —il =)+ 5VY @ (1 +2) +i( - 2)
= 5 (IHa) + V) (4.20b)
1)y = ; (|H,+2) —i|H, ~2) + [V, +2) + iV, ~2)) (A.21a)

= LHY@ (42— il - 2) — V)@ (| +2) +i] - 2))
1

5 ([H,a) — |V d)) (A.21D)

S



Apéndice B
Calculo de Jones

Um método muito importante para estudar o comportamento de luz po-
larizada ao atravessar elementos 6pticos é o chamado calculo de Jones, des-
coberto pelo americano R. Clark Jones em 1941[82]. Nesse formalismo, a
luz polarizada é representada por um vetor, denominado vetor de Jones,
e os elementos Opticos lineares sao representados por matrizes conhecidas
como matrizes de Jones. Quando a luz atravessa uma sequéncia de elemen-
tos, podemos obter a polarizacao do feixe emergente tomando o produto das
matrizes de Jones correspondentes e o vetor de Jones da luz incidente. Res-
saltamos que esse formalismo s6 é utilizado quando trabalhamos com luz
polarizada.

Considere uma onda monocromatica transversal plana viajando na dire-
¢do z. A amplitude complexa do campo elétrico correspondente pode ser
escrita como:

E(Zat) = EX(th) +Ey(zat)a (Bl)

com
Ey(z,1) = Eg el wtto0)} (B.2a)
Ey(z,t) = Eg et wton], (B.2b)

onde ¢, e ¢, sao as fases de cada componente. O campo elétrico E é dado
pela parte real da Equacao (BI).
O vetor de Jones é entao definido como:

B () (B.3)

Eo, ety

Portanto, o vetor de Jones representa a amplitude e fase do campo elétrico nas
direcoes x e y. Ressaltamos que a soma dos quadrados dos valores absolutos
das duas componentes do vetor de Jones é proporcional a intensidade da luz.
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Os estados de polarizagao horizontal(H) e vertical(V) sao dados por:

B i
Eu = (E‘”e ) (B.4a)
0
Ey = 0 (B.4b)
v = Egyei‘f’y . .

No caso da luz polarizada a +45°, temos que Ey, = Ey, € ¢, = ¢,. De
acordo com a Equagao (B33), o vetor de Jones correspondente é dado por:

~ EQ ei‘bz : 1
Es=(_"_ |=Ewe"| | B.5
+45 (one“ﬁz) 0z€ <1> ( )
Similarmente, para a luz polarizada a —45° temos Ey, = —Ey, € ¢, = @y
e, portanto:
~ EO €i¢x . 1
E ys=|_." . |=FEwe®" : B.6
© (EOxewg”) e (—1> B0
Para a luz circularmente polarizada a direita(R) temos Ey, = —Ey, € a

componente y esta 90° na frente da componente x. Como convencionamos
que a fase da onda de luz é dada por (kz — wt + ¢), um aumento em ¢,(¢,)
indica uma retardagao na fase enquanto que uma diminuicao indica avanco.
Dessa forma, ¢, = ¢, — 7 e, portanto:

_ Eopei®s w1 w1
ER = <Eomei(¢z72r ) = one <ez72r> = one i . (B?)
Similarmente, para a luz polarizada a esquerda(L) temos:
B Boze'®” Eowet [ L) = mppeive 1 (B.8)
= X - = € ® o = € ® - .
L Eoze'@st2) ° e'z 0 i

Em muitas aplicacbes nao é necessario saber exatamente as amplitudes
e fases das ondas. Nesses casos, é comum normalizar a irradidncia para a
unidade obtendo expressoes mais simples para os vetores de Jones. Para
isso, dividimos ambas as componentes do vetor pelo mesmo escalar de modo
que a soma do modulo ao quadrado das componentes seja igual a 1. Os
correspondentes vetores de Jones normalizados encontram-se na Tabela B

Suponha que tenhamos um feixe de luz polarizada incidente, representada
pelo vetor de Jones E;, atravessando um elemento éptico. O feixe transmitido
é, entdo, descrito por um novo vetor E;. O elemento éptico transformou
um vetor Ei em Et, um processo que pode ser descrito matematicamente
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utilizando uma matriz 2 x 2. Se A representa a transformagao do elemento
em questao, entao:

E, = AE;, (B.9)
d
o A= (a“ ‘“2). (B.10)
A21 Q22
Polarizacao | Vetor de Jones normalizado
i E, - ()
v = ()
+45 B = ()
-45 E_s5= <_11)
R Fu=()
] B = (]

Tabela B.1: Vetores de Jones normalizados para cada estado de polarizagao
da luz.

Se o feixe de luz passa por uma série de n elementos representados pelas
matrizes Ay, Aa, ..., AL, entao:

E, = A,...A;ALE;. (B.11)

Ressaltamos que as matrizes dos componentes nao comutam, elas devem
ser aplicadas na ordem correta. O feixe deixa o primeiro componente da série
como A;E;; apés passar pelo segundo componente torna-se A, A1 E; e assim
sucessivamente.

As matrizes de Jones que sao utilizadas nesse trabalho, correspondentes
as placas de quarto de onda(QWP) e meia onda(HWP), sdo dadas por:

cos20  sin26
HWP(6) = (Sin 20 —cos 20) ’ (B.12)
[ cos?0 +isin?0 (1 —i)cosfsinb
QWP(0) = ((1 —i)cosfsinf  icos’d + sin?0 )’ (B.13)

onde 6 é o angulo do eixo rapido de cada placa com o eixo horizontal.

Embora esse formalismo foi criado para descrever a polarizacdo de uma
onda classica, o vetor de estado de polarizado utilizado em Mecanica Quan-
tica assume uma forma idéntica ao vetor de Jones. Portanto, a analogia é
direta e o mesmo calculo pode ser utilizado para a polarizacao de fé6tons, no
contexto da Mecanica Quantica.
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B.1 Preparacao dos estados

Considere o segundo estado pertencente a base I, |H +2). Para a prepara-
¢ao de fotons nesse estado, utilizamos a sequéncia de elementos indicadas na
Figura B10, ajustados com os angulos indicados na Tabela 4.1. Temos que o
féton antes do sistema de preparagdo encontra-se em um estado |¢) = |H, 0).
O efeito do primeiro conjunto de placas de onda(a e ) no estado de polari-
zagao horizontal é dado por:

HWP(0)QWP(45)| H) = ;5 ((1) E’) (—1@ —1Z) (é) _ \2(1) _ |(LB). |
14

Portanto, o estado do foton apds as primeiras placas de onda é dado por:

[¥) = [L)]0). (B.15)

A atuagao da g-plate é decrita pela Equacao (E238) e o estado do f6ton
apos esse dispositivo é:

) = [R)| +2). (B.16)

O PBS1 tem como fungao filtrar as contribui¢des de polarizagao horizontal
e, portanto, apos o PBS temos:

) = [H)| +2). (B.17)

Apé6s o PBS1, um novo conjunto de placas de onda(y e ) é utilizado.
Sua atuacao em um estado de polarizacao horizontal é dada por:

HWP(0)QWP(0)|H) — (é ?) (é _01> <é> _ (é) —H)  (B.S)

Portanto, o estado na saida apds esse conjunto de dispositivos épticos ao
utilizar esses angulos é dado por ) = |H, +2). Através de calculos similares
podemos verificar todos os dngulos apresentados na Tabela 4.1.

B.2 Sistema de deteccao

Considere a base I definida neste trabalho como {|H + 2),|H — 2),|V +
2), |V —2)}. A sequéncia de elementos dpticos utilizados para detec¢ao de
cada um desses estados esta representado na Figura EEI1. A seguir, mostra-
remos que, utilizando as configuracoes de angulos apresentadas na Tabela
4.2, pode-se implementar cada um dos operadores de medida descritos na
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Secao B=34. Considere que o estado antes do sistema de detecgao é dado por
um estado arbitrario escrito na mesma base acima:

) = a|H, +2) + b|H, —2) + c|V, +2) + d|V, -2), (B.19)

2 2 2 2
com |a|” + |b]” + [e|” + |d|” = 1.
Considere também que os elementos estao ajustados com a primeira con-

figuragdo de angulos apresentada na Tabela 4.2, correspondente a detecgao
do estado |H + 2):

e=0; o=0; N=—45;, 7=+445 x=0; pu=0. (B.20)

Abaixo calculamos o efeito das duas primeiras placas de onda (€ e ¢) nos
estados de polarizacao |H) e |V), respeitando a ordem correta de aplicacao:

D6 N6)-6)=m @
) )= (5) = o

As placas de onda atuam somente no grau de liberdade de polarizagao
e utilizando as Equagoes (BZ21l) e (BT9) podemos escrever o estado apés o
primeiro conjunto de placas(e e ¢) como:

O =

HWP(0)QWP(0)|H) = (

—_

HWP(0)QWP(0)|V) = (

o

V), = alH)| +2) + 0|H)| = 2) — ¢[V)| +2) = d|V)| = 2). (B.22)

Ressaltamos que o ket acima nao estd normalizado. Para simplificar as ex-
pressoes, o utilizaremos nos calculos subsequentes e realizaremos a normali-
zacao no estado final, apds a passagem por todos os componentes.

O primeiro PBS(PBS1) atua como um filtro de polarizagao horizontal,
pois selecionamos os fétons que sao transmitidos por ele. Assim, temos apds
o PBS1:

) sy = al )| + 2) + BIH)| - 2). (B.23)

A atuagao da g-plate(QP) localizada ap6s o PBS1 é similar & apresentada
na Equacdo (AZ308) mas agora, no estado de entrada do dispositivo, temos
contribui¢oes de estados com m = 2,—2. Dada a variacdo de Am = +2
imposta pelo dispositivo, dependendo da polarizagdo de entrada(+2 para
polarizagao circular a direita e —2 para circular a esquerda), temos apés a
g-plate:

a a b b
[¥)op = ﬁ|L>\0> + ﬁ|R>! +4) + WILH —4)+ ﬁ|L>|0>- (B.24)
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A atuagao das duas préximas placas de onda(\ e 7) nos estados de pola-
rizagdo |R) e |L) é dada por:

HWP(+45)QWP(—45)|R) = ; (? é) (1 i) (_12> _ (i’) _ W)
(B.25a)

HWP (+45) QWP (—45)| L) — ; <(1) é) C i) (1) _ (é) —i|H)
(B.25b)

Portanto, apos esse segundo conjunto de placas de onda, temos:

a a b b
= —|H)|0) + —=|V)| +4) +—=|H)| —4) + —=|V)|0). B.26
¥)r ﬁl )10) ﬁl )+ 4) ﬁl ) =4 ﬁl )0). (B.26)
Apods a fibra optica, cuja fungao € selecionar as contribuigoes orbitais com
m = 0, temos:

ia b
) fbra = W\HH@ + W\VHU% (B.27)

A atuagao do préximo conjunto de placas(y e p) nos estados de polari-
zacdo |H) e |V) é novamente dada pela equacao B23 e, assim:

ia b
), = EIHHO) - EIVHO)- (B.28)

Na Equagao (B=28) o termo que acompanha o coeficiente a corresponde
ao primeiro termo da Equacao (BT9), apds a transformacgao realizada pe-
los componentes 6pticos. Isso significa que se o féton antes do sistema de
deteccdo estd em um estado |H,+2), ao colocar um detector na saida de
transmissao do PBS2, ele serd detectado. Caso o foton esteja em um estado
diferente da base, i.e., |H,—2), |V,42) e |V, =2}, ele ndo serd detectado. Ou
seja, o sistema de detecgdo atuard como um filtro de fétons no estado |H, +2).

Com calculos similares podemos verificar todos os outros angulos dispo-
niveis na Tabela 4.2, correspondentes a deteccao de cada um dos estados das
MUBs utilizadas.



Apéndice C

Conversao Paramétrica
Descendente

A conversao paramétrica descendente (CPD) é um processo éptico nao
linear no qual um feixe de luz(usualmente denominado pump) com vetor
de onda k? e frequéncia w, ao incidir em um cristal nao linear tem uma
pequena probablhdade de ser convertido espontaneamente e gerar pares de
fétons(usualmente denominados signer e idler com vetores de onda ky, ki
e frequéncias wy e w;, respectivamente [#4]. A criagao dos pares de fétons
é simultanea e, por isso, eles também sdo chamados de fotons gémeos. A
frequéncia do pump estd tipicamente na regiao do violeta ou ultravioleta,
enquanto que as frequéncias dos foétons gerados estao na regiao do visivel ou
infravermelho préximo. Um diagrama simplificado do processo é encontrado
na Figura C (a).

O processo conserva energia e momento quando as chamadas condigoes
de casamento de fase sao satisfeitas, i.e.,

Wy = Ws + w;, (C.1a)

k, = ks + k. (C.1b)

Em geral, é dificil satisfazer essas duas condi¢Ges simultaneamente em

materiais isotropicos e homogéneos e, portanto, usualmente sao utilizados

cristais birrefringentes. Nesse caso, o indice de refracao no cristal depende da

diregao de propagacao do feixe, de sua polarizagao e frequéncia. Como |k| =

™2 (onde n ¢ o indice de refracdo), podemos reescrever a segunda condicao de
casamento de fase (CIH) como:

n(0p,wp)wpl€p = n(0s, ws)wslgs + n(6;, wi)wil%i, (C.2)

onde 0,, com x = p, s,1, € o angulo entre o feixe e o eixo 6ptico do cristal.
Ha duas maneiras de satisfazer essa condicao, conhecidas como casamento
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de fase tipo I e tipo II. No casamento de fase tipo I, os feixes convertidos
compartilham a mesma polarizacao, ortogonal a polarizacao do pump, e sao
emitidos em forma de cones concéntricos em torno da dire¢ao de propagacao
do pump. No casamento de fase tipo II, os fétons gerados tém polarizacoes
ortogonais, sendo uma delas coincidente com a polarizagao do pump, e sao
emitidos em forma de dois cones distintos. Nas figuras T (b) e (¢) s@o
mostrados oss cones relativos a trés diferentes comprimentos de onda dos
fotons gerados e os simbolos mostram onde podem ser encontrados os fétons
gémeos.

3.) CPD cristal signal

nco linear

pump

kj.,. u..‘].,

b) tipo I

comprimentos
de onda

fotons
gemeos

Figura C.1: Conversao Paramétrica Descendente. (a) Diagrama da CPD.
(b) Casamento de fase tipo I. (c) Casamento de fase tipo II. Na figura, séo
mostrados oss cones relativos a trés diferentes comprimentos de onda dos
fotons gerados e os simbolos mostram onde podem ser encontrados os fétons

gémeos. Imagem retirada da tese de doutorado de Leonardo Teixeira Neves
[54].

Os fotons produzidos pela CPD podem ter diversos graus de emaranha-
mento, como por exemplo, frequéncia, polarizacdo e momento linear. Além
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disso, na Ref. foi mostrado experimentalmente que a CPD conserva momento
angular orbital e os fétons gerados sao emaranhados em espagos discretos e
multidimensionais, neste grau de liberdade.

A teoria quantica da CPD pode ser derivada da descri¢ao classica da
interacao nao linear seguida da quantizacdo do campo eletromagnético. O
tratamento teérico convencional é descrito por Mandel [44] mas, neste tra-
balho, utilizaremos também os resultados obtidos nas referéncias [3, 65, 47
que levam em consideragao o grau de liberdade de momento angular orbital.
O objetivo nao é fazer uma descricao detalhada dos calculos, mas sim apre-
sentar a forma do estado final nos graus de liberdade de energia, momento
linear, polarizacao e momento angular orbital.

Quando um campo eletromagnético se propaga em um meio nao linear e
a interacao desse campo com o meio é suficiente fraca, pode-se trata-la como
uma perturbagao em relagdo aos termos do Hamiltoniano correspondente ao
meio e ao campo. Para um cristal com uma susceptibilidade nao linear de
segunda ordem dada pelo tensor x;jx, aplicando o procedimento de quanti-
zagao dos campos dos fotons gémeos e assumindo que o feixe do pump pode
ser tratado classicamente, o Hamiltoniano de interagao é dado por[3, #4]:

Ht)= ¥ /da/d@/d@ U (wi) U (w)l (wy)al (ki 0)at (s, o) at (K, o)
X ei(ws+wi_wp)t)(ijk(ék‘;jjap)i(éz-;’ai)j(éz—;ps)kK/dfe_i(ki+ks_kp)'F+H.C.,

(C.3)

onde V' ¢ o volume de interacao, o;, 05,0, sao as polarizacoes do idler, sinal

e pump; €~ ., &% | &~  sao vetores bidimensionais de polarizacao desses

ki,oi? Tke,os’ kpsop

fotons e

TZW(]{?i, O'i>

2€0n2<ki, O'i)
Assim, se o estado inicial é o [1(0)), o estado apés um tempo t é dado

por:

w;) = (C.4)

w(0) = e (o [ @) [9(0). (©5)

Se o feixe de bombeamento é suficientemente fraco, podemos expandir a
exponencial da Equacao (C3) e tomar s6 os dois primeiros termos:

w) = [1+ = [ ar )] o). ()
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Usando a Equacao 23 pode-se mostrar que:

Lfdw%@qz 2}/ﬁa/d@/d@ﬁ@mﬁ@gm%mwapﬁw@&%mw@pw

0i,05,0p
(ws + wi — wp)t/2
(ws + w; —wp)/2

X N1 (0, )i (€ ) (8, s

ko + i — kp), L /2
(ks + ki — k2),0/2

X 1_:[1 {sin (

onde [, sao as dimensoes do volume de interagao e rj é a origem do sistema
de coordenadas. As funcoes do tipo sinc(z) = (sinz)/x (a menos de fatores
multiplicativos) fornecem as condigoes de casamento de fase na CPD.

A expressao acima pode ser simplificada utilizando algumas aproxima-
coes:

] e EARE)T L e ()

1. O feixe de bombeamento é fraco o suficiente para que o intervalo de
tempo entre dois pares que sao convertidos na CPD seja grande compa-

rado ao tempo de detecgao. Dessa forma, na Equacao (C), o tempo
(ws+w; —wp)t/2

(wstw;—wp)/2 80

de interacao pode ser considerado longo e o termo sin
tem valor aprecidavel quando w; + wy = wy;

2. O feixe de bombearmento pode ser tratado classicamente, pois é muito
mais intenso que os feixes convertidos. Desta forma, o operador ax,na

Equacao (C22) pode ser substituido por U(k_;,, 0,), a amplitude coerente
do feixe pump;

3. O cristal estd centrado na origem do sistema de coordenadas(ry = 0),
o feixe pump se propaga z e a espessura do cristal na dire¢do de pro-

pagacao é pequena. Além disso, nas direcoes = e y o cristal pode ser

(ks +Ki—kp) plm /2
(kstki—ki),,/2

valor aprecidvel quando (ks = k; — k), , para m = x,y;

considerado grande o suficiente para que sin sO tenha

4. Os campos pump, signal e idler sdo observados somente em pontos pro-
ximos do eixo z, de forma que a magnitude da componentes transversal
do vetor de onda é muito menor que a magnitude do proprio vetor de
onda. Essa é a chamada aproximacao paraxial.

Considerando as aproximagoes acima, pode ser mostrado [48, 66] que o
estado da luz gerada na CPD é dado por:

]w@»:ﬂwm%%gz/dw%/mﬂ/d@(ng4@+@ﬁﬂ@;m4nMW@¢%—wh@Nwm%
o (C.8)
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onde C,, ,, ¢ uma constante de acoplamento que depende das polarizagoes
dos feixes convertidos e depende do tipo de casamento de fase(I ou II), v(¢g,)
é o espectro angular do feixe pump em z = 0, i.e., a transformada de Fourier
do perfil transversal do campo do feixe de bombeamento emz=20c¢e ql, s
sdo0 as componentes transversais do vetor de onda do idler(k;) e signal(k,),
respectivamente.

O resultado mostrado acima mostra que, ao considerarmos as aproxima-
coes de cristal fino e paraxial, o espectro angular do feixe pump é trans-
ferido para o estado dos dois fotons. Isso significa que este estado carrega
informagao sobre o feixe de laser que o gerou. Na Ref. [A3] foi mostrado
experimentalmente que na CPD hé conserva¢ao de momento angular orbital
e emaranhamento, nesse grau de liberdade, dos fétons gerados.

Considere que o feixe pump esta no modo transversal TEMO0O, i.e., o feixe
tem um perfil gaussiano. Nas Refs. [3, B3] foi mostrado que, apés calcular
o espectro angular para o feixe com esse perfil, o estado da luz gerada pela
CPD pode ser escrito como:

W(0) = lvac)+n S Y [ dui [ i [ A Covondi + @)

m=—0o0 04,05

™ e_im¢i€im¢sa (ql’ wi, O_i)af (q_;7wp —_ Q_),L" a's)|Va,C>7 (Cg)
onde

1. Gs,.0.(Gi,gs, m) é proporcional ao coeficiente de expansiao em série de
Fourier da transformada de Fourier do perfil transversal do feixe de
bombeamento escrito em termos dos modos de Laguerre-Gauss|3].

2. e"m%i ¢ ¢™m?s indicam que os fétons idler e signal dos feixes convertidos
tém, respectivamente, momento angular orbital —mh e mh. Podemos

definir:
e "M%l (g, wi, 00) = al (G, wi, 04, —m) (C.10)

e al (g, ws, o) = al (g3, ws, 05,m), (C.11)

onde a'(g;,w;, 03, —m) é o operador de criacdo que, atuando no vacuo,
cria um féton com componente transversal do momento ¢, frequéncia
w, polarizacao ¢ e momento angular orbital —m:;

Reescrevendo a Equagao (C4) usando as consideragdes acima, temos:

W0) = lvac)+ > Y [ [ [ 4 Gopn(d@+ )

m=—0o0 0,05

a (cﬁ, w;, 05, —m)a (Gs, wp — wj, 05, m)|vac), (C.12)
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C.1 Estados de fenda

Dasr Referéncia [65, 48, 66], temos que o estado dos dois f6tons gerados na
CPD, usando a aproximacao de cristal fino e a aproximagao monocromatica,
é dado por:

0y = [ dg; [ dGf(@ + @)el (@)al (@) vac), (C13)

onde 7 é uma constante, ¢; e ¢; sdo as componentes transversais dos vetores
de onda dos fétons idler e signal, respectivamente, e f(g; + ¢;) é o espectro
angular do feixe pump em z = 0, i.e., a transformada de Fourier do perfil
transversal do campo do feixe de bombeamento em z = 0.%

Como indicado na Figura 2, cada componente do par de fétons gerado
na CPD é direcionado para um anteparo opaco com D fendas transparentes(D >
2) que, nos planos z4, e z4,, sdo representadas por fungoes de transmissoes
Ai(pi) e As(ps), respectivamente(Veja Ref. [64]). Se Winc(pi, s; 2a,, 24,) € O
perfil transversal do campo do feixe de bombeamento transferido para o es-
tado dos dois fotons € Wians(0i, s; 2a,, 24, ) € 0 perfil transversal transmitido
através das fendas, temos que:

Wine (93, P53 24, 24,) = Ai(0i) As(ps) Whrans (03, P53 24, 24,), (C.14)

onde p; e ps sdo as componentes transversais dos vetores de posicao.
Ao passar pelas fendas, o estado dos dois fétons, dado pela Equagao
(C13), serda modificado e teremos:

W) = [ dd; [ d@F (G &)o' (@)al (@) vac). (C.15)

onde F(qi,qs) é o espectro angular do feixe transmitido através das fendas
que, é obtido fazendo a transformada de Fourier do lado direito da Equacao

Consideraremos o caso degenerado, i.e., fétons gémeos com mesmo com-
primento de onda, o que pode ser obtido através de filtros de interferéncia no
caminho de cada féton centrados no mesmo comprimento de onda. Assim,
ks = k; = k,/2. Além disso, os dois anteparos com as fendas estao posiciona-
dos a igual distancia do cristal, entdo z4, = z4, = z4. Por fim, a dimensao
das fendas na dire¢ao y ¢ muito maior que na direcao x e, portanto, conside-
raremos as equacoes em uma unica dimensao(p; — z; e ¢; — ¢;). Sob essas

INesta secdo, ndo mostraremos explicitamente nas equacdes os graus de liberdade de
polarizacao e momento angular orbital, pois exploraremos as correlagées dos fétons gémeos
em momento transversal.
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cristal
nao linear

Figura C.2: Fétons signal e idler gerados na CPD sao transmitidos através de
fendas, representadas pelas fungdes de transmissao A;(p;) e As(ps). Imagem
retirada da tese de Leonardo Teixeira Neves[b4].

restrigoes, mostrou-se[b4] que o estado dos dois f6tons apds as fendas é dado
por:

) = /dqz'/dqsf(qi,qs)aT(QZ)aT(q?)|VaC>7 (C.16)
com F(g;, qs) dado por:
Flang) =7 [ dos [ deAiw) A explik(a — 2. /820)  (C17)

« W(;(xi b a): 2a)exp(—i(gims + qurs)). (C.18)

A funcao transmissao que descreve a abertura de cada fenda é dada por:

aw = 3 1 (552) (.19)

I=—Ip

onde Ip == (D — 1)/2, 2a é a largura de cada fenda, d é a separacdo de
duas fendas consecutivas(centro a centro). [J(¢) é uma funcao retangulo de
largura e altura unitaria:

mO={4 o k21 ©20

O incide [ na Equagao (CIY) funciona como um rétulo para uma dada
fenda deslocada de Id da origem(centro) do anteparo.
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Pode-se, entdo, inserir a Equagao (CT9) em (CI8) e encontrar o estado
dos dois fétons apés as fendas[bd], que é dado por:

L& i k8 (1)
Wy= > D Wume™a" 7 1) @ |m)s, (C.21)
l:—lD m:—lD
onde | ;
Winn EEVVV’<(4};n);zA> (C.22)

e |1);(|l)s) é o estado de um f6ton idler(signal) transmitido pela fenda 1(m),
que pode ser escrito nas variaveis de momento transversal como:

) = \/z/dqeiqldsinc(qa)llq>. (C.23)

Para obter a Equagao (CZ2) supde-se que o perfil do feixe de bombe-
amento é constante na regiao de cada fenda e que as fendas sao estreitas
quando comparadas com a separa¢ao entre elas.

Como estamos interessados, inicialmente, em realizar a clonagem de qu-
quarts, utilizaremos anteparos com quatro fendas cada(D = 4), como ilus-
trado na Figura C3 (a). Na Figura €3 (b) esta representada a forma da
funcao de transmissao para essa configuracao. Substituindo D = 4 na Equa-

gao (C22I), temos:

3/2  3/2

zﬁ m—1)?
W= 3 > W=, @ m).. (C.24)

1=—3/2 m=—3/2
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a) b)
AS » AJ’
X Alx)
I=+3F, 1
_‘V‘
= z
=1 2a 2a 2a 2a
f=-ar
X

_3d/2 a2 2 3d/2

Figura C.3: (a) Ilustracdo das quatro fendas colocadas no caminho do signal
e do idler. (b) Fungao transmissao das fendas. Imagem retirada da tese de
Leonardo Teixeira Neves[54].
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