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Resumo

Neste trabalho estudamos a quantizacao dos campos escalares e fermionicos num espaco-
tempo em expansao com duas regioes estacionarias. Calculamos os coeficientes de Bogoliubov
em uma aproximagao perturbativa e quantificamos os efeitos do acoplamento nao-minimo
sobre a criagao de particulas, no caso do campo escalar. Encontramos que o acoplamento
nao-minimo guarda mais informacao sobre a estrutura do espago-tempo em expansao quando
comparado com o acoplamento minimo. Além disso, examinamos um protocolo de teletrans-
porte quantico num espaco-tempo em expansao e mostramos que a medidade de fidelidade
sofre uma reducao devido a expansao césmica. Entretanto, observamos que o acoplamento
nao-minimo do campo com a gravidade significativamente contribui para minimizar os efei-
tos da expansao do espaco-tempo sobre o teletransporte. E finalmente, estudamos com
uma auto-interacao afeta a quantidade de informacao codificada no emaranhamento gerado
pela expansao césmica e como o emaranhamento entre dois campos escalares é afetado pela
dinamica do espacgo-tempo.

Palavras-chave: Emaranhamento, espaco-tempo curvo, interacao.



Abstract

In this work we study the quantization of scalar and fermionic fields in an expanding
spacetime with two stationary regions. We calculate the Bogoliubov coefficients in a per-
turbative approach and quantify the effects of non-minimal couplings on particle creation
in the case of scalar field. We find that the non-minimal coupling holds more information
about the expanding spacetime structure when compared to the minimum coupling. In addi-
tion, we examined a quantum teleportation protocol in an expanding spacetime and showed
that the fidelity measure is reduced due to cosmic expansion. However, we observe that the
non-minimal field coupling with gravity significantly contributes to minimizing the effects
of space-time expansion on teleportation. Finally, we study how self-interaction affects the
amount of information encoded in the entanglement generated by the cosmic expansion and
how the entanglement between two scalar fields is affected by the dynamics of spacetime.

Keywords: Entanglement, curved spacetime, interaction.
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Capitulo

Introducao

Até o presente momento, nao existe uma teoria de Gravitacdo Quantica consistente.
Apesar dos grandes esforgos realizados para a obtencao desta, pouco progresso tem sido
feito para descrever a gravidade em um nivel quantico. Na auséncia de tal teoria, uma linha
de pesquisa bastante promissora que vem sendo usada para tentar compreender este tema
¢ Gravidade Semiclassica, onde os campos de matéria sao quantizados sobre um espago-
tempo de fundo fixo. Os principais aspectos desta abordagem sao por um lado usar a
equacao semiclassica de Einstein para explicar como os campos de matéria tornam-se fontes
de gravidade, e por outro, estudar os efeitos da gravidade sobre os campos quanticos através

da Teoria Quantica de Campos em Espagcos-Tempos Curvos [1-3].

Historicamente, segundo Robert Wald [4], o estudo da Teoria Quantica de Campos em
Espacos-Tempos Curvos iniciou-se no final da década de 1960, com o trabalho pioneiro de
Parker [5] sobre o estudo da criagdo de particulas produzidas pela expansao do universo
no periodo préximo ao “Big Bang”. Posteriormente, grandes avancos foram feitos gragas a
descoberta, feita pelo fisico inglés Stephen Hawking em 1975 [6, 7], de que efeitos quanticos
permitem aos buracos negros emitir radiagoes exatamente como um corpo negro com uma
temperatura que depende apenas de suas propriedades gravitacionais, dada por

hc?
N 87TGM]€B’ (11)

T

onde h é a constante de Dirac, ¢ é a velocidade da luz, M é a massa do buraco negro, GG
é a constante gravitacional de Newton e kg é a constante de Boltzmann. Esse resultado
foi recebido com perplexidade, pois mostra que do ponto de vista quantico, buracos negros
sao instaveis, podendo decair através da emissao de radiacao térmica e consequentimente
evaporar até seu possivel desaparecimento. Este fenomeno é atualmente conhecido pelo nome

de radiacao Hawking e estabelece uma conexao entre Termodinamica, Mecanica Quantica e
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Relatividade Geral.

Um melhor entendimento do efeito Hawking exposto acima exigiu a introducao de um
aparato experimental. Desta forma William George Unruh em 1976 [8], introduziu um mo-
delo simplificado de um detector acoplado a um campo escalar, e obteve um importante
resultado que tem uma ligacao direta com o descoberta de Hawking. Aquele autor demons-
trou que, a probabilidade de excitacao de um detector que percorre uma linha de universo

com aceleragao constante, trajetérias hiperbélicas na figura (1), é dada por

2
q AFE

R=——F%— 1.2
27T627TCLAE . 1 ( )

onde g é a constante do acoplamento entre o detector e o campo, AFE é a diferenca de
energia entre dois estados do detector e a corresponde a aceleragao prépria do detector.
Este resultado simplesmente expressa o fato de que um detector uniformemente acelerado se
comporta como se estivesse imerso em um banho térmico, cuja a temperatura é proporcional
a aceleracao propria do detector. A descoberta de Unruh completou estudos anteriores do
matemadtico norte-americano Stephen Fulling [9] e esclareceu os resultados obtidos de forma

independente na mesma época pelo australiano Paul Davies [10].

ct

Observador
Acelerado

AN
y Observador \
s Inercial N

Figura 1: Observadores uniformemente acelerados sao descritos por trajetérias hiperbdlicas
no espaco-tempo Rindler. As linhas tracejadas definem um horizonte de eventos para os
observadores acelerados e as regioes I e II estao casualmente desconectadas.

Do ponto de vista pratico a radiacao prevista pelo efeito Unruh e pelo efeito Hawking
nao foram observadas por serem normalmente fracas demais. Por exemplo, um buraco negro
com massa equivalente & do sol (1,9891 x 103! kg) teria uma temperatura da ordem de 60
bilionésimos de grau Kelvin. Assim, tal buraco negro emitiria um fluxo de particulas com
temperatura muito baixa para que pudessem ser observadas com a tecnologia atual. Essa di-

ficuldade tem direcionado recentes pesquisas na busca por sistemas analogos ao efeito Unruh
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e ao efeito Hawking. O préprio Unruh suscitou a possibilidade que um analogo da radiacao
Hawking poderia ser observado na forma da emissao de fonons a partir de “buracos mudos”
[11]. Assim como buracos negros emitem radigdo por possuirem um horizonte de eventos,
buracos mudos, emitiriam fonons a partir de seus “horizontes sonicos”. A observacao de
tal efeito seria nao apenas interessante para a Matéria Condensada, mas também teria im-
pacto imediato em varias areas da fisica, tais como astrofisica [12], cosmologia [13], fisica de
particulas [14], gravidade quantica [15] e informagao quantica relativistica [16]. Posterior-
mente a descoberta dos “buracos mudos”, as potencialidades dos analogos gravitacionais em
condensado de Bosen-Einstein [17], circuitos supercondutores [84], armadilhas de ions [19] e
fibra 6tica [20] iniciaram um fase de continuo florescimento na busca por evidéncias do efeito

Unruh e da radiacao Hawking.

Além do exposto acima, a tltima década testemunhou um interesse crescente também na
analise de sistemas quanticos relativisticos a partir da perspectiva da teoria da informagao
quantica [21-23]. Este interesse recai ndo somente sobre os fundamentos de ambas as teo-
rias, mas essa discussao torna-se relevante devido as novas tendéncias de implementacao de
protocolos de informagao quantica em escala global [24-28]. Desenvolvimentos no sentido de
compreender como o movimento realtivo afeta os recursos quanticos, como emaranhamento
e nao-localidade, foram alcancados [29, 30]. Esta abordagem langou base para a chamada
informacao quantica relativistica, uma area da fisica que estuda os efeitos relativisticos em
diversos contextos conhecidos da informacao quantica, como por exemplo, nas desigualdades
de Bell [31], na comunicagdo quantica [32], no teletransporte quantico [33] e na metrolo-
gia quantica [34]. Dentro deste contexto outra linha de pesquisa que tem sido bastante
explorarda na literatura é a conexao entre emaranhamento e a dinamica do espaco-tempo
em expansao. Estudos mostram que o emaranhamento entre modos de um campo esca-
lar massivo, por exemplo, podem conter informagao sobre os parametros cosmologicos que

caracterizam a expansdo do universo [35-38].

A pergunta natural ainda nao respondida na literatura, parcialmente devido a com-
plexidade de solugao analitica, ¢ como um ambiente ou interacoes afetam as correlacoes
quanticas ao longo da evolucao do universo. O papel das interagoes é evidentemente impor-
tante a medida que novos fenomenos podem ocorrer, como uma competicao entre a producao
de multiparticulas do vacuo pela interagao e a termalizacao gerada pela dinamica do espago-
tempo [39, 40]. Neste contexto, a interacao leva o sistema em dire¢ao ao equilibrio, enquanto
a expansao do espaco-tempo desvia o sistema do equilibrio devido a producao de entropia e a
criagao de particulas. Além disso, no contexto da teoria inflacionéria [41, 42], existem vérias
trabalhos que apontam como os diferentes aspectos da transicao quantico para a classica

das flutuacoes quanticas do inflaton sao produzidas e favorecidos quando o inflaton interage
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com outros campos [43-45]. Portanto, se faz necessario quantificar e compreender o efeito
de auto-interagoes e interacoes entre campos quanticos sobre a geracao de particulas, de
entropia e de emaranhamento em espacos-tempos dinamicos. Essa ¢ a principal motivagao

para esta tese de doutorado.

A dissertacao estd organizada da seguinte maneira. No capitulo 2, apresentamos uma
breve revisao sobre os conceitos basicos da informagao quantica, a saber, a entropia de von
Neumann, a negatividade logaritmica, o emaranhamento e o teletransporte quantico. Es-
tes conceitos sao tuteis praticamente durante todo o desenvolvimento desta dissertagao. No
capitulo 3, apresentamos o formalismo bésico da Teoria Quantica de Campos em Espagcos-
Tempos Curvos. Em particular, discutimos a quantizagao dos campos escalares e fermionicos
num espaco-tempo em expansao com duas regioes estacionarias, uma no passado distante e
outra no futuro assintético. Também discutimos uma aproximacgao perturbativa para calcu-
lar os coeficientes de Bogoliubov, com o objetivo de quantificar os efeitos do acoplamento
nao-minimo sobre a criagao de particulas. Em seguida, motivados pelas tendéncias atuais de
se implementar protocolos de informacao quantica em escala global, estudamos o efeito da
dinamica do espago-tempo em expansao sobre uma tarefa particular de informagao quantica,
o teletransporte quantico. Além disso, discutimos como uma auto-interacao A¢* afeta a quan-
tidade de informacao codificada no emaranhamento gerado entre os modos de um campo
escalar depois do periodo de expansao. Por fim, estudamos dois campos escalares emara-
nhados via uma interacao mutua no espaco-tempo em expansao. Neste caso, calculamos
a negatividade logaritmica em primeira ordem na constante de acoplamento e mostro que
no limite de expansao suave a interacao contribui significativamente para a sobrevivéncia
das correlagoes quanticas no futuro assintotico. Finalmente, no capitulo 5, apresentamos

conclusoes e algumas perspectivas do nosso trabalho.
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Capitulo

Informacao Quantica

A informacao quantica é uma area de pesquisa em que sao estudados métodos para
armazenar, transmitir e quantificar a informacao contida em sistemas quanticos. Nas ultimas
décadas, ela teve um desenvolvimento acelerado motivado pelas perspectivas de aplicacoes
tecnoldgicas na computagao, comunicacao e criptografia. O principal personagem deste
desenvolvimento é uma propriedade dos sistemas quanticos chamada de emaranhamento ou
entrelacamento. Este tem emergido como fonte indispensavel para a realizacao de tarefas da
informagao quantica, como por exemplo: criptografia quantica [46], teletransporte quantico
[47, 70], codificagao superdensa [49, 50|, computacao quantica [51, 52], entre outros. Além
disso, uma boa parte dos esforcos para o desenvolvimento da Informacao Quantica, estao

voltados para a geracao, caracterizacao e transmissao de estados emaranhados.

Neste capitulo preliminar, vamos brevemente revisar os conceitos basicos da teoria da in-
formagcao quantica. Nosso objetivo é apresentar conceitos que serao importantes no decorrer
desta dissertacao. Na secao 2.1, vamos introduzir os conceitos fundamentais, como o conce-
tio de operador densidade, sistema composto e trago parcial. A secao 2.2 é reservada para
o estudo do emaranhamento e sua caracterizacgao. Em especial vamos introduzir o conceito
de emaranhamento e apresentar algumas medidas usadas para quantificar o emaranhamento
em sistemas bipartidos. Vale ressaltar que muitos dos conceitos e ideias que vamos intro-
duzir nesta secao pode ser generalizado para sistemas mais complicados, tal como estados
multipartidos. Em seguida, na secao 2.3, estudaremos o funcionamento do protocolo de

teletransporte quantico entre dois observadores inerciais.
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2.1 Conceitos fundamentais

2.1.1 Operador densidade

Na descricao mais simples da Teoria Quantica, todo sistema quantico esta associado a
um espaco de estados que é um caso especial de espaco vetorial complexo, completo e dotado
de produto interno. Este espaco de estados é também conhecidos como espago de Hilbert.
Para mais informagoes sobre o espaco de Hilbert e sua associacao com sistemas quanticos,

veja as referéncias [53-55].

A forma mais geral de representar matematicamente um estado quantico é por meio
de um operador densidade p definido no espaco de Hilbert H associado ao sistema que ele

descreve. O operador densidade ¢ definido segundo as condigoes:

e Hermiticidade: p é hermitiano, ou seja, p = pf, onde p' é o operador adjunto de p.

e Positividade: p é positivo semi-definido, ou seja, Tr(|1))(1|p) > 0 para todo |¢) € H,
onde Tr() denota trago.

e Normalizagao: Tr(p) = 1.

e Idempoténcia: p = p?. p é um operador projecao, e portanto seus possiveis autovelores

sao 1 e 0.

Todo operador densidade pode ser escrito como combinagao convexa de projetores uni-

dimensionais
p= Zpi|¢i><¢i|a (2.1)

onde ) |, p; = 1. Esta desomposicao consiste de uma mistura estatistica de estados quanticos,
ou seja, o estado do sistema pode ser algum dos estados quanticos |¢;) com probabilidades
classicas p; > 0. Um estado com esta caracteristica é dito misto. O fato é que a decomposicao

(2.1) nao é unica. Isso significa que o estado misto pode ser preparado por diferentes cami-
11
272
os estados {|0),[1)} ou os estados {|+),|—)}, onde |£) = \/Li(|0) + |1)). Um contraexem-

nhos. Por exemplo, o estado p = diag(z, 5) pode ser preparado escolhendo aleatoriamente

plo de estado misto é o estado puro definido por um tnico projeto unidimensional, isto é,

p =)l
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Para distinguir entre estados puros e misturas estatisticas, basta utilizar o fato:

I =1 se o estado é puro,
Tr(p”)
<1 se o estado € misto.

2.1.2 Sistema composto

Um sistema quantico composto é formado por duas ou mais partes que possam ser
separadamente acessadas por meio de operacoes locais. O espago de Hilbert associado a
um sistema composto de duas ou mais partes é formado pelo produto tensorial dos espacos
associados aos subsistemas. Um sistema bipartido, por exemplo, tem associado a si o espago

Hap = Ha ® Hp, onde H4 e Hp sao os espacos de Hilbert associados aos subsistemas.

Seja {|ia), |j5)} uma base ortonormal de Hp. Qualquer estado puro de Hap pode ser

escrito como:

da dp
W) =D cilia) ®lis), D leul =1, (2.2)
=1 j=1 ij

onde dy e dg sao as dimensoes dos espgos de Hilbert H 4 e Hp, respectivamente. Vale
ressaltar que, de acordo com o teorema da decomposi¢ao de Schmidt [56], podemos escrever

o estado |¢) na forma

d

) =) clily) ® ifg), (2.3)

i=1
com d = min{ds,dg}, ¢; > 0e Y ,|¢;|* = 1. Os coeficientes ¢; sao chamados de coeficientes

de Schmidt e as bases |i'y) e |i'y) s@o bases de Schmidt para o estado [¢).

2.1.3 Traco parcial

O traco parcial é uma operacao quantica que representa o descarte de partes de um
sistema composto. Toma-se o traco parcial a fim de obter o operador densidade reduzido do

subsistema de interesse. Por exemplo, considere um sistema quantico bipartido no estado
pas =YY cijplia)(jal @ li) (i, (2.4)
ij iy
onde |i,7) = |i) ®@|i’) e {|i)} e {|I')} s@o bases ortonormais dos espagos de Hilbert H4 e Hp,

respectivamente. O estado reduzido p4 do sistema A é obtido tomando o trago parcial sobre
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os outros subsistemas:
pa = Trp(pap) Z Z Ciirjir|ia)(dal, (2.5)

onde o traco parcial é denotado por:

Trp(pan) = > _(ilpanlip).

’l:/

De forma anéloga, o estado reduzido pp do sistema B é

)OB - TI'A pAB chm "ig’ ’ZB jB’ (26)

%

neste caso, o traco parcial é denotado por:

Tra(pas) =Y (ialpaslia).
i
Segue-se diretamente do fato de p4p ser um operador densidade sobre o espago de Hilbert
Hap que pa e pp também sao operadores densidade, isto é, operadores positivos de trago
unitario sobre os espagos de Hilbert H 4 e Hp, respectivamente. E importante ressaltar que,

em geral, o operador densidade reduzido é uma mistura estatistica da forma de (2.1).

2.2 Emaranhamento e sua caracterizacao

Em 1935, Einstein, Podolsky e Rosen publicaram na revista “Physical Review” o artigo
intitulado “A descricao da realidade fisica fornecida pela mecanica quantica pode ser conside-
rada completa?” [57]. Nele, pautados no principio da superposigao, na hipétese de realismo
e na impossibilidade de comunicacao superluminal, Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) con-
cluiram que a mecanica quantica seria uma teoria incompleta. Inspirado neste trabalho,
Schrodinger propos um experimento mental para melhor ilustrar o paradigma de EPR [58].
No experimento mental, Schrodinger apresentou sua famosa metafora do gato dentro de uma
caixa lacrada, onde a vida ou morte do gato é dependente do estado de uma particula su-
batomica (dtomo). De acordo com Schrédinger, o principio da superposicao implica que o

estado do sistema composto pelo gato e pelo atomo é
|W) = al0)|vivo) + b|1)|morto), (2.7)

onde |0) é o estado fundamental do dtomo, |1) é o estado excitado do atomo, |vivo) é o
estado do gato vivo, |morto) é o estado do gato morto e |a|> e |b]? sao as probabilidades

de o 4tomo nao decair e decair, respectivamente. Foi no transcurso deste experimento que
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Schrodinger introduziu na fisica o termo alemao “Verschrdnkung”, que significa em portugues

emaranhamento ou entrelacamento.

Atualmente, além dos aspectos qualitativos, o emaranhamento é visto como um impor-
tante recurso para processamento de informacao quantica. Esse recurso permite a realizacao
de tarefas que sao impossiveis de serem executadas por meio de recursos classicos. Um exem-
plo de tarefa eminentemente quantica e que serd exposta mais a frente é o teletransporte

quantico proposto no artigo [47].

2.2.1 Emaranhamento de estados puros

O emaranhamento é uma propriedade de sistemas fisicos compostos por dois ou mais
subsistemas. Em particular, pode haver emaranhamento entre dois atomos, entre dois spins,
entre a polarizagao de dois fétons etc. Além disso, pode haver emaranhamento entre dife-
rentes graus de liberdade de uma tnica particula, por exemplo, o0 momentum de um atomo

pode se emaranhar com seu spin pela interacao com um campo magnético.

Um dos exemplos mais conhecidos de estado emaranhado é o estado singleto

1
(W) = EH Tde) + 1 41, T2)), (2.8)

onde o fator /2 aparece por questoes de normalizacio e | 11,J2) representa o estado da
paticula 1 com spin para cima e o estado da particula 2 com spin para baixo com respeito
ao eixo z. Esse estado é obtido a partir do decaimento de uma particula de spin-0 em um

par de particulas de spin-1/2, conforme a figura 2.

z . .
y ~ A4 - A4 -
: B 0 -

Figura 2: Um sistema composto formado por duas particulas com spin 1/2 (molécula de
Hg2) é dividido por um campo externo. As duas particulas de spin 1/2 sao separadas em
direcoes opostas e ambas passam através de aparatos de Stern-Gerlach orientados ao longo
do eixo z.

Vamos agora tentar escrever o estado (2.8) como um produto tensorial entre dois estados

de uma tnica particula.

(V)12 = (a T1) + 0] 1)) ® (c[ J2) +d] 12)),
= ac| T1,2) + ad| T1, T2) + be| 11, J2) + bd| 11, T2) (2.9)
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com |a|?*+|b|* = |c|*+]d|* = 1. Note que nio existem coeficientes a,b,c e d que compatibilizem
as equagoes (2.8) e (2.9). Isso implica que o estado (2.8) néo pode ser visto como estado de
dois sistemas separados, ou seja, as duas particulas estao num estado emarannhado, e sua
realidade sé pode ser entendida admitindo que elas formam um todo tnico, mesmo quando

estao separadas espacialmente.

A interpretagao fisica desse resultado é bastante simples. Considere que num determi-
nado instante inicial uma molécula de Hg2 é divida pela acdo de um campo externo. Em
seguida as duas particulas de spin 1/2 (4tomos) sao separadas em diregdes opostas e o spin
de cada particula é medido em um aparato de Stern-Gerlach, como mostra a figura 2. Ao
realizarmos uma medicao sobre a primeira particula, particula indo para a esquerda na figura
2, podemos encontrar a particula com spin para cima ou para baixo com igual probabili-
dade, o mesmo ocorre se fizermos uma medicao sobre a segunda particula, particula indo
para a direita na figura 2. Contudo, mesmo que essas particulas estejam a quilometros de
distancia, se o resultado da medi¢ao na primeira particula for spin para cima, entao o da se-
gunda particula serd spin para baixo e vice-versa. Existe, portanto, uma correlagao nao-local
entre essas medigoes. Em certo sentido, isso sugere que ambas as particulas permanecem
em contato através do espago e do tempo e que é impossivel atribuir propriedades locais (ou

realidade fisica local) a cada particula.

O estado singleto (2.8) é um caso de emaranhamento bipartido, isto é, emaranhamento
entre dois subsistemas. Quando lidamos com mais de dois subsistemas podemos ter ema-
ranhamento multipartido. Em particular, para trés subsistemas temos emaranhamento tri-
partido. Um exemplo dessa classe de emaranhamento é o estado proposto por Greenberger,
Horne e Zelinger [59], mais conhecido como estado GHZ:

1

IGHZ) = NG

(1000) — [111)). (2.10)

E importante ressaltar que o emaranhamento também pode ser encontrado em sistemas
descritos por estados de variaveis continuas. Um exemplo famoso dessa classe de emaranha-

mento é o estado comprimido de dois modos

(1)) = ooy D L)l © ) (211)

onde |n) é o n-ésimo estado de Fock e 7 > 0 é o parametro de compressio. Em Otica
Quantica, este tipo de estado é produzido a partir de um processo de amplificacao pa-
ramétrica nao-degenerado [83]. Veremos mais adiante que estados comprimidos de dois

modos também podem ser gerados depois do periodo de expansao do espago-tempo, além
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disso, veremos que o emaranhamento entre os modos guarda informagao sobre a histéria da

expansao do espaco-tempo.

Com base no exposto acima, podemos definir o emaranhamento para estados puros

dizendo o que nao é um estado emaranhado:

Definigao 1. Um sistema fisico multipartido, cujo o espago de Hilbert é H = @', Hi,
onde H; é o espaco de Hilbert associado a cada subsistema, nao estd emaranhado se, e

somente se, podemos escrever o estado [¢)) € H como um estado produto

n

) = Q) Ivs), (2.12)

i=1
onde [¢); € H; e o simbolo Q);_, [¢/); representa o produto tensorial dos varios estados de

cada subsistema, ou seja, @, [¥); = [¢)1 @ [¢)2 @ ... ® [¢),,. O mesmo vale para @, H,,

onde agora temos o produto tensorial dos espagos de Hilbert de cada subsistema.

2.2.2 Entropia de von Neumann

Na Termodinamica, a entropia é vista como o grau de aleatoriedade em um sistema fisico,
ou seja, quanto maior a “desordem”, maior a alteragao do estado do sistema e, consequente-
mente, maior serd o grau de entropia. Este conceito foi reinterpretado com o surgimento do
que é hoje conhecido como teoria de informacao, ou seja, na teoria de informacao, a entropia
estd associada ao grau de incerteza de uma variavel aleatéria antes de sua medigao. Por
exemplo, a entropia associada a uma variavel aleatéria X, com distribuicao de probabilidade

pj, € definida como
H(X) == pjlog,p;, (2.13)
j=1

onde o logaritmo na base 2 ¢ usado por conveniéncia e por convencao 0log, 0 = 0. Esta
quantidade foi introduzida por Claude Shannon em [61, 62|, e é denominada de entropia de
Shannon. A grosso modo, a entropia de Shannon pode ser interpretada como a quantida de

informagao ganha ao se descobrir o valor da variavel aleatoria X.

Posteriormente, a teoria de Shannon foi entao estendida para o mundo quantico, com a
entropia de Shannon sendo substituida pela entropia de von Neumann [63, 64]. De acordo

com von Neumann, a entropia de um sistema quantico no estado p é definida como

d
S(p) = —Tr(plogy p) = — »_ Ajlogy A, (2.14)
J
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onde d é a dimensao do espago de Hilbert H, A; sdo os autovalores de p e |j) € H ¢é uma
base ortonormal de autovetores de p. Ou seja, a entropia de von Neumann é a entropia
de Shannon da distribuicao de probabilidades dada pelos autovalores de p. Além disso, a
entropia de von Neumann é uma medida do grau de incerteza (ou mistura) associado ao
estado quantico p. FEla também ¢é considerada um excelente quantificador de informacao
(2.14).

Outro ponto importante a se mencionar sobre a entropia de von Neumann é que ela

satisfaz uma série de propriedades interessantes:

e A entropia de von Neumann S(p) é nula se, e somente se, p é puro, ou seja, S(p) =0
implica que p = [) (1|, onde |¢)) € H.

A entropia de von Neumann assume valor maximo e igual a log, N, quando o estado
¢ maximalmente misto num espago de Hilbert de dimensdo N. Por exemplo, S(p) =

log, N para p = 1.

A entropia de von Neumann é uma fungao concava: S(D> . Aipi) > >, \iS(pi)-

A entropia de von Neumann S(p) é invariante sobre mudanca de base de p, isto é,

S(p) = S(UpUT), onde U é uma transformacio unitéria.

A entropia de von Neumann é subaditiva. Por exemplo, sejam A e B dois sistemas
quanticos distintos descritos pelo operadore densidade p4p. Entao a entropia conjunta

desse sistema satisfaz a desigualdade

S(pap) < 5(pa) +5(ps); (2.15)

onde pa = Trp(p) e pp = Tra(p). A igualdade vale apenas se p = p4 ® pp. Neste caso,
a entropia S(p) corresponde a: S(ps ® pp) = S(pa) + S(ps).

Além do exposto acima, a entropia de von Neumann desempenha um papel fundamental
em informacao quantica, pois ela pode ser usada para quantificar o grau de emaranhamento
de estados puros bipartidos. Além disso, ela formaliza a relacao entre informacao e emara-

nhamento. Por exemplo, considere o estado puro bipartido pio

pr2 = [)12(¥|. (2.16)

A decomposicao de Schmidt (2.3) nos permite escrever pio como

d d
prz =) Y cchlin) (@] @ |ia) (i), (2.17)

i=1 /=1
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Logo, a entropia de von Neumann dos operadores densidades reduzidos S(py) e S(pq) cor-

respondem a

d
S(p1) = —Tr(prlogy pr) = — Y |eif* logs [es?, (2.18)

i=1
onde p; = Try(p12). De forma andloga, temos que

d

S(p2) = —Tr(p2logy po) = = ) leil*logs |eif?, (2.19)

i=1

onde p; = Tra(p12). Nota-se que a entropia de von Neumann dos operadores densidades
reduzidos p; e py sao iguais e dependem unicamente dos coeficientes de Schmidt ¢;. Isso
sugere que a entropia de von Neumann quantifica o grau de emaranhamento do estado
bipartido [¢))15 a partir do grau de mistura dos estados reduzidos p; e po. Isso demonstra um
importante aspecto do emaranhamento, que embora possamos ter completo conhecimento

de um sistema composto, teremos menor conhecimento sobre seus subsistemas.

Por fim, é importante ressaltar que a entropia de von Neumann aplica-se apenas para
medir o emaranhamento no caso de estados puros. Para quantificar emaranhamento em

estados mistos faz-se necessario definir outros tipos de medidas.

2.2.3 Emaranhamento de estados mistos

Para estados mistos precisamos de outra definicao de emaranhamento que obviamente

deve se reduzir a definicao anterior para estados puros:

Definicao 2. Um estado misto p que descreve um sistema cujo o espaco de estados é

dado por H =H; ® ... ® H,, é dito ser emaranhado quando nao pode ser escrito como
= Pl ®.@p, > pi=1 (2.20)
J J

onde p; > 0 corresponde a probabilidade classica do estado j.

Como exemplo de estado misto separavel temos

o
pav = 5(10a15) (Oaly] + [Lals)(Lals]), (2.21)

pois podemos escrever na forma fatordvel da equagao (2.20)

o = 51100+ L)1) @ [14)10]) (2.22)

Os estados assim preparados, em geral, exibem correlagoes. Entretanto, essas correlagoes sao
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classicas. Por isso, estados desse tipo sao classificados como classicamente correlacionados.

No caso dos estados puros, a decomposicao de Schmidt fornecia um critério suficiente
e necessario para a separabilidade. Infelizmente uma elegante decomposicao nao existe no
caso de estados mistos. Por isso, varios critérios de separabilidade tém sido desenvolvido
em ordem para detectar emaranhamento em estados mistos. O mais proeminente critério de

separabilidade é a critério de Peres-Horodecki [65].

Tal critério parte da seguinte observacao: Se o estado p de um sistema composto é ema-
ranhado, entdo sua transposta parcial’ p? ¢ nao-positiva, em outras palavras, a transposta
parcial viola a propriedade de positividade dos operadores densidades. Na pratica, basta
observar se a transposta parcial possui algum autovalor negativo para ser emaranhado. Por

exemplo, considere o estado misto proposto por Wener [66],

pw = %11 + i[l01><01| + [10)(10] — [01)(10] — |10){01]],
= %[\ooxoo‘ +3]01)(01] + 3]10)(10] + [11)(11] — 2]01)(10] — 2[10)(01],  (2.23)

onde 1 corresponde a matriz identidade

0
(1) =100)(00| + |01)(01| + |10)(10] + |11)(11]. (2.24)
0

_ o O O

0
1
0
0

o o o

A transposicao parcial de py sobre o segundo subsistema, isto é, trocar linhas por

colunas, é dada por

1
Pl = §[|OO><OO] + 3|01)(01| + 3|10)(10] + [11)(11]| — 2|00)(11] — 2|11)(00]], (2.25)
com autovalores {%, %, %, —%}. Como o estado py possui pelo menos um autovalor negativo

apds a transposicao parcial, de acordo com o critério de Peres, podemos concluir que py ¢
um estado misto emaranhado. E importante salientar que critério de Peres é suficiente para
sistemas bipartido de dimensionalidade 2 x 2 e 2 x 3. Em grandes dimensoes foi mostrado
em [67] que existem estados emaranhados com transposta parcial positiva. Esses estados

possuem emaranhamento preso (do inglés bound entanglement).

'Em um sistema composto a transposta parcial é obtida realizando uma operacio de transposicio sobre
um dos subsistemas.



25
2.2.4 Negatividade logaritmica

Baseado no critério de separabilidade de Peres varias medidas tem sido propostas para
a quantificacao do emaranhamento em estados mistos. Nesta dissertacao vamos usar a

definicao de negatividade logaritmica para este fim.

A negatividade logaritmica é uma medida de emaranhamento que quantifica a violagao

do critério de Peres apresentado acima. Ela é definida como
En(p) = log[1 + 2N (p)], (2.26)

onde N (p) corresponde a soma dos autovalores negativos da transposta parcial:
N () = max{0,— 3" A7}, (2.27)
k

com A, sendo os autovalores negativos. Note que se a transposta parcial € positiva PPt >0, a
negatividade é igual a zero. Ja se a transposta parcial tém um ou mais autovalores negativos,

isto é, N'(p) > 0, a negatividade logaritmica E(p) serd diferente de zero [68, 69].

Por exemplo, j& sabemos que o estado de Wener (2.23) é um estado emaranhado, mas
agora através da negatividade logaritmica podemos saber o quanto esse estado possui de
emaranhamento. Como tnico autovalor negativo da transposta parcial de (2.23) ¢ igual a

—%. Assim, a negatividade logaritmica é dada por: Ex(p) = 0,223.

2.3 Teletransporte quantico

O teletransporte quantico foi teoricamente proposto em 1993 por Charles Bennett, Gilles
Brassard, Claude Crépeau, Richard Jozsa, Asher Peres e William Wootters em um artigo
intitulado “Teletransportando um estado quantico desconhecido através de canais classicos e
do tipo Einstein-Podolsky-Rosen” [47]. Nele, os autores mostraram a possibilidade de trans-
mitir o estado quantico de uma particula (fotén ou elétron, por exemplo) de um determinado

lugar para outro através de dois canais de comunicacao, um cléssico e outro quantico 2.

Desde o surgimento do protocolo de teletransporte de Bennett et. al. [47], vérias im-
plementagoes tanto tedricas como experimentais foram propostas, por exemplo, algumas
usando estados de polariza¢ao de um féton [70], atomos de dois niveis [71], estados internos

de fons armadilhados [72, 73|, circuitos supercondutores [74, 75] etc . Além disso, muitos

2 Aqui entende-se por canal cldssico tudo o que se usa normalmente para transmitir a informacao cléssica,
por exemplo, cabos elétricos, fibras éticas, etc. Ja por canal quantico, entende-se qualquer sistema emara-
nhado que possa ser empregado na implementagao do protocolo
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esforcos tem sido feitos para implementar o protocolo de teletransporte em distancias cada
vez maiores. Recentemente, pesquisadores Australianos estabeleceram um recorde ao te-
leportar informagoes a uma distancia de 143 km [76]. “O passo seguinte serd conseguir o
teletransporte com um satélite em oOrbita, para demonstrar que a comunicacao quantica é

possivel em escala global”, comenta Rupert Ursin, um dos autores do artigo.

2.3.1 O protocolo de teletransporte

O protocolo de teletransporte descrito em [47] funciona da seguinte maneira: Considere a
presenca de dois observadores, Alice e Bob, e canais de comunicagao pelos quais a informacao,

tanto classica quanto quantica, possa fluir livremente entre eles.

Vamos supor que Alice tenha uma particula no estado quantico |¢p;) e deseja enviar
a informacao contida nesse estado para Bob. O estado quantico |¢;) desconhecido a ser

teletransportado pela Alice ao Bob é escrito como:
[¢1) = al01) + b|11), (2.28)

onde a e b sao coeficientes srbitrarios totalmente desconhecidos para Alice e que satisfazem

a relacao
la]* + b = 1. (2.29)

Nesse exemplo, o sistema considerado é um sistema de dois niveis |0) e |1) que podem ser os
estados de polarizagao de um féton ou os estados de um atomo de dois niveis. No contexto
de informacao quantica, estados desse tipo e sua superposicao representam os bits quanticos,

comumente conhecidos na literatura de qubits.

Em seguida, duas particulas, 2 e 3, sao produzidas num estado emaranhado
1
V2

A particula 2 é enviada para Alice e a particula 3 é enviada para Bob, conforme figura (3).

[¥23) = —=102)[03) + [12)]15)]. (2.30)

Deste modo, o estado quantico do sistema completo constituido pelas trés particulas 1, 2 e

3 ¢ descrito pelo produto direto dos estados |¢1) e [i)93):

\¢123> = ’¢1>W23>
= %[|01>|02>|03> +100)[12)[13)]

b

+ —=[111)102)[03) + |11)[12)|13)]. (2.31)

Sl

2
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Ao realizar uma medida de Bell no qubit a ser teletransportado (particulas 1) e no seu
qubit do estado emaranhado compartilhado com Bob (particula 2), Alice acopla o estado
quantico da particula 1 ao estado emaranhado das particulas 2 e 3. Desta forma, é conveni-

ente reescrever o estado |123) na base de Bell, ou seja,

[¥123) = % [[¢12)(al03) + bl13)) + [é12) (al05) — b|15))

+ [15) (010s) + alls)) + |v5) (b0s) — alls))] (2.32)

onde {|0}5), [015), [¥15), |[¥15)} corresponde a base de Bell:

L
6] = 5 000102) + 1) 1)
B 1
67a) = 5 000102) = 1) 1),
y b
) = 0 12) -+ 1) o)
) = = [101)]12) — [11)]02)]. (2.33)

5

2

E importante notar que Alice nao tem controle sobre o resultado de sua medida, pois a
Teoria Quantica nao permite isso. Assim, apds a medida de Alice, o estado que descreve o

sistema completo corresponde a uma das quatro possibilidades apresentadas abaixo:

(2.34)

onde cada um desses quatro estados possiveis tem % de chance de ocorrer.

Ap0s a realizacao da medida de Bell, Alice informa a Bob via canais classicos o resultado
de suas medidas, isto é, Alice envia para Bob dois bits de informacao. Com esses dois bits de
informagao, Bob por sua vez sabe qual dos quatro estados expostos em (2.34) descreve seu
qubit. Assim, ele termina o protocolo aplicando em seu qubit uma determinada operacao
unitaria de forma tornar o estado dessa particula idéntico ao estado da particula 1 inicial
|¢1). Vale ressaltar que a operac¢ao unitéria que Bob deve implementar depende de qual dos

estados de Bell Alice obteve em sua medida, conforme a tabela abaixo.
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Tabela 1: A primeira coluna mostra os possiveis resultados da medida feita por Alice. A
segunda coluna mostra a codificacao entre Alice e Bob, a qual rotula cada estado de Bell
a uma par de bits. A terceira coluna corresponde as operacgoes unitarias que Bob deve
implementar em seu qubit para finalizar o protocolo de teletransporte.

Medida de Alice bits Operacao de Bob Qubit de Bob
|71) 00 1 1(al03) +b|15)) = [¢1)
|$12) 01 o 0.(al03) —b|13)) = [¢1)
|115) 10 o 0.(b]03) + all3)) = |¢1)
|¥12) 11 oy oy(b|0s) — a|ls)) = i|d1)

Na Tabela 1 0,,0, e 0, sao as matrizes de Pauli

(o 1) (0 —i) (1 0)
Op = , Oy = , 0,= . (2.35)
10 i 0 0 —1

Elas representam o tipo de transformagao unitaria que Bob deve realizar para que o processo
de teletransporte quantico se complete. Por exemplo, caso o estado da particula de Bob seja

a|03) — b|13), Bob aplicard o operador o, que rotaciona o estado de 180 grau em torno do

€1Xo 7.

A figura abaixo ilustra de forma resumida todos os principios tedricos do protocolo de

teletransporte do estado |¢1) de Alice para Bob descrito acima.

a
Alice Bob

o -3k~ o
EPR
b)

-
Medida de Bell

0

) 2 bits O

d)

@<®

Transformacao Unitaria

Figura 3: Ilustracao de um teletransporte quantico. a) Uma fonte de particulas emaranhadas
distribui suas particulas para Alice e Bob. b) Alice realiza uma medida de Bell em seus dois
qubits. ¢) Em seguida, ela envia dois bits de informagao a Bob, dizendo qual foi o resultado
de sua medida. d) Apds receber a mensagem de Alice, Bob implementa uma transformacao
unitaria em seu quibt, fazendo com que seu quibt passe a ser descrito pelo estado |¢1).
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E importante destacar alguns aspectos a respeito do protocolo de teletransporte quantico.
Primeiro, no teletransporte, o estado |¢1) a ser teleportado é desconhecido por Alice e Bob
durante todo o processo, além disso, o estado |¢1) passa a descrever a particula 2 de Bob e

a particula 1 de Alice, no entanto, passa a ser descrita pelo estado:

pa = Troz([1123) (Y123,

= 2 (0)0] +1){1)). (2.36)

Isso significa que depois da medida de Bell realizada por Alice o estado de sua particula
corresponde a uma mistura estatistica. Este resultado estda de acordo com o teorema da
nao-clonagem , o qual impede que a particula de Alice e a particula de Bob sejam descritas
pelo mesmo estado |¢p1). Caso isso ocorresse terfamos um “clonador” de estados quanticos,

algo proibido pela teoria quantica.

Segundo, o teleporte nao ¢ instantaneo pois Bob precisa receber os dois bits de informagao
classica de Alice para completar o protocolo. Sem os dois bits classicos o teletransporte nao
funciona. Isso pode ser visto da seguinte forma: Se Bob nao recebe a informacao classica,
ou melhor, se Bob nao sabe qual estado de Bell Alice mediu. Do estado |1123) seu estado é

calculado tomando o traco sobre todos os qubits de Alice

pp = Tria(|¥h123) (P123]),

= 2 (0)0] +1){1)). (237

Note que esse estado é uma mistura estatistica maxima o que significa que Bob nao tem
nenhuma informacao sobre ele. Entretanto, se Bob sabe qual estado de Bell Alice obteve, seu
qubit é descrito por um dos quatro estados apresentados em (2.34). Logo, podemos concluir
que Bob sé pode reconstruir o estado teletransportado depois de receber a informagcao classica
de Alice e como a informacao cldssica nao viaja mais rapido que a velocidade da luz, o

protocolo nao tem conflito com a Teoria da Relatividade.

2.3.2 A fidelidade do teletransporte

Em qualquer protocolo ideal de teletrnaporte o estado reconstruido por Bob é exata-
mente o estado quantico enviado por Alice. No entanto, sabemos que ruidos e incertezas
podem afetar a “qualidade” do teletransporte através de medidas imperfeitas, do canal de
comunicagao classica, da degradagao do emaranhamento etc. Logo, o estado reconstruido

por Bob pode nao ser exatamente o estado inical teleportado.

Para quantificar a semelhanca entre os estados de entrada e de saida do teletransporte
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existe uma medida denominada de fidelidade quantica F'. Para um estado de entrada ar-
bitrario |¢i,) e um estado de saida, o estado que foi teleportado, definido pelo operador
densidade pye, a fidelidade é definida por [55, 77]

F = <¢in|ﬁtel|¢in>' (2'38)

Desta forma, a fidelidade é, obviamente, igual a 1 se o estado quantico final for o estado
Prel = |Om)(dm|, que corresponde o caso ideal. Entretanto, se os estados quanticos forem
ortogonais entre si ou se forem distinguiveis por alguma medida quantica, a fidelidade é
igual a zero. E importante notar que a fidelidade é uma média sobre todos os estados da
entrada, entdao ela mede a habilidade de se transferir de Alice para Bob uma sobreposicao

arbitraria e desconhecida de estados.

A fim de completar nossa andlise desse protocolo, vale ressaltar que resultados com fi-
delidade menores que 1 ocorrem devido principalmente a imperfeicoes no emaranhamento,
na medicao de Alice e na transformacao unitdaria de Bob. Por exemplo, quando o canal
quantico nao é um estado maximalmente emaranhado a fidelidade do teletransporte é redu-
zida. Mais adiante no capitulo 4, veremos que esta situagao pode ocorrer quando o protocolo

de teletransporte é realizado em um espaco-tempo em expansao.



31

Capitulo

Teoria quantica de campos no espaco-tempo

em expansao

Inicialmente a teoria quantica dos campos foi concebida e formulada no espago-tempo
de Minkowski, isto é, num espago-tempo sem curvatura. Posteriormente, na década de
70, percebeu-se que o dominio de aplicabilidade da teoria quantica de campos deveria ser
extendido para o espaco-tempo curvo. Esta abordagem lancou bases para a chamada teoria
quantica de campos no espago-tempo curvo ou gravitacao semi-classica. Nela, diferentes
observadores definem diferentes esquemas de quantizagao e como consequéncia diferentes
estados de vacuo. Desta forma, campos quanticos no espaco-tempo curvo apresentam efeitos
peculiares quando comparados com campos quanticos no espago-tempo de Minkowski [1,
78]. Em particular, uma das previsoes tedricas da teoria quantica de campos no espago-
tempo curvo é o fato de que particulas podem ser criadas devido a dinamica de campos
gravitacionais dependentes do tempo [9, 10] ou devido a presenca de horizonte de eventos
6, 8, 79].

Neste capitulo vamos apresentar uma breve discussao sobre o formalismo basico da te-
oria quantica de campos no espaco-tempo curvo. Em particular, na secao 3.1 vamos apre-
sentar uma breve revisao do procedimento de quantizacao candnica dos campos escalares e
fermionicos no espaco-tempo Minkowski. Em seguida, na secao 3.2, vamos discutir a quan-
tizacao dos campos escalares e fermionicos num espago-tempo em expansao com duas regioes
estacionarias, uma no passado assintético e outra no futuro assintético. Nessa secao vamos
também explorar uma aproximacao perturbativa para calcular os coeficientes de Bogoliubov,
com o objetivo de quantificar os efeitos do acoplamento nao-conformal sobre a criacao de
particulas. Mais adiante, no capitulo 4, vamos também investigar os efeitos do acoplamento

do campo com a curvatura sobre um protocolo de teletransporte.
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3.1 Quantizacao no espaco-tempo de Minkowski

Nesta secao vamos apresentar uma breve revisao do procedimento de quantizagao canonica
de um campo quantico no espaco-tempo de Minkowski. Nosso objetivo é introduzir primeira-
mente os conceitos e notagoes da teoria quantica de campos no espaco-tempo de Minkowski

e depois generaliza-los para o espago-tempo em expansao na proxima secao.

3.1.1 Campo de Klein-Gordon

Por simplicidade, considere um campo escalar real massivo ¢(z,t) de massa m no espago-

tempo de Minkowski com métrica

ds* = n"dxtdz”, (3.1)
— U00d$0d1'0+7711d$1d1'1,
= dt* — da?, (3.2)

onde n* = diag(1l, —1) é o tensor métrica de Minkowski e p, v = {0,1}. A acdo do campo

¢(x,t) nesse espago-tempo é dada por
1
Suld) = 5 [ Ealn0,00,6 — me?),
1
-3 / dedt[(0,6)? — (9,0)2 — m?¢?]. (3.3)

Note que a agdo Sp[¢] é invariante sobre transformacao do grupo de Poincaré. Em outras

palavras, (3.62) é invariante sobre translagao e sobre uma transformacao de Lorentz:

't =t + (3.4)
' = Aba”, (3.5)
onde a matrix de transformagao satisfaz nWAgAg = Nap-

Variando a acao com respeito ao campo ¢ e exigindo que a acao seja estacionaria, ou

seja, 0S| = 0, chegaremos a equagao de movimento que descreve a propagagao do campo

¢(,t)
()" = (02)* + m®]¢(x, 1) = 0. (3.6)

Esta equacao é equacao de Klein-Gordon para um campo escalar livre.

O campo ¢(z,t) pode ser interpretado como um sistema fisico andlogo a uma colegao de

osciladores harmonicos acoplados: ¢(z,t) = ¢,(t). Os osciladores podem ser desacoplados
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expandindo o campo ¢(z,t) na transformada de Fourier

Pz, t) = %e‘ikxqﬁk(t), (3.7)

onde ¢ (t) sao chamados de modos normais de Fourier. Inserindo (3.7) na equacao (3.6),
obtemos a seguinte equacao de movimento para os modos ¢ (t),
d2
ﬁ@bk(t) + wkgbk(t) = 0, W =V k?2 + m2. (38)
Esta equacao descreve um conjunto infinito de osciladores harmonicos desacoplados, cujas

solugoes correspodem as ondas planas

e—iwkt

t) = 3.9
Wit

Wi(t) = . (3.10)

Desde que o espaco-tempo de Minkowski admite um vetor de Killing global do tipo
tempo 9!, as solugoes uy e uj podem ser classificadas como frequéncia negativa e frequéncia

positiva, respectivamente. Isso significa que elas sao auto-funcgoes do vetor de Killing 9,

atuk = —lwply, Wi > O,

Oyuy, = iwuy, wi > 0. (3.11)

Um detalhe importante, é que este critério para classificar as solugoes em frequéncia negativa
e frequéncia positiva serd o mesmo se considerarmos o tempo préprio de algum observador

inercial.

Além disso, as fungoes modos uy, e uy, formam uma base ortonormal de solucoes, ou seja,

elas satisfazem as seguintes relacoes de ortogonalidade

(uk, uk/) == 5kk’7 (312)
(s upr) =~k (3.13)
(ug, ug) =0, (3.14)

onde o produto escalar de Klein-Gordon é definido como

(Ug, upr) = —z’/ dx|ugOpuy, — upOpug, (3.15)

t

com »_, sendo uma superficie espacial de Cauchy.

1Os vetores de Killing estdo relacionados com as simetrias do espaco-tempo. Neste caso, o vetor de Killing
0 expressa uma simetria de transla¢do temporal.
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3.1.2 Quantizagao canonica do campo de Klein-Gordon

Na quantizacao canonica as variaveis dinamicas do campo sao interpretadas como opera-
dores Hermitianos no espaco de Hilbert. Além disso, no processo de quantizacao é importante
verificar se os operadores Hemitianos sao complementares ou nao, ou seja, devemos verificar

quais as relagoes canonicas de comutagao que eles satisfazem [80].

O esquema padrao da quantizagao canonica funciona da seguinte maneira: primeiro,

vamos definir operador campo como

~

o(x,t) = /dk[dkukeim + afugee, (3.16)

onde ay e d,i sao os operados criacao e aniquilacao, respectivamente. Estes operadores

satisfazem as seguintes relacoes de comutagao:

[a;, aq) = 6pas (3.17)
[dpa dq] = 07 (318)
[a},al] =0 (3.19)

As relagoes de comutacao obedecidas por ay e dz dao suporte para as relacoes de co-

mutacao dos observaveis QE(ZB, t) e f[(x, t):

[o(x, 1), (2, t)] = id(x — ), (3.20)
[G(x,1), (', 1)] =0, (3.21)
[[I(z,t), TI(2',t)] = 0. (3.22)

onde ﬂ(x, t) é o momento conjugado do operador campo q@(x, t) definido por:

A ~

I(x,t) = Oip(x,t). (3.23)

E importante notar que as relagoes de comutacao entre os campos devem ser calculadas no

mesmo tempo.

3.1.3 Espaco de Fock para o campo de Klein-Gordon

Na representagao de Heisenberg, os operadores ay, e dL agem sobre os estados de um tipo
especifico de espaco de Hilbert, chamado de espaco de Fock. O espaco de Fock pode ser

construido a partir do estado fundamental ou estado de vécuo |0). O estado de vacuo é um
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estado quantico que nao contém particulas e podemos definir ele como
ax|0) = 0, Vk. (3.24)

O estado com n particulas no modo k é obtido pela operacao repetida de d,t sobre |0)

YVl

De maneira similar, um estado excitado |ng,, mg,, ...) com n,m, ... nimeros de ocupagao nos

10). (3.25)

modos ki, ko, ..., € obtido por

’nklvmkm > = W[(akl)n(dlzg)m]m)v (326)

onde |0) = |0k, Og,, -..)-
Atuando os operadores ay, e d,i sobre o estado (3.25) encontramos

atlng) = Vi + 1)(n + 1)), (3.27)

Outro ponto importante é que os estados que formam a base do espago de Fock sao

autoestados do operador nimero. E coveniente definir o operador niimero da seguinte forma:
g, = alay. (3.29)
Além disso, ny, satisfaz a seguinte equacao de autovalor:

Note que devido as simetrias do espacgo-tempo de Minkowski, o esquema de quantizacao
canonica apresentado acima € independente da escolha particular do observador inercial. Por

exemplo, considere a transformagao de Lorentz

t =t +va'), (3.30)
x = y(z' + vt'), (3.31)

onde y = (1 —v%)~2. Assim, a equacdo (3.11) no sistema de coordenadas (2, ') corresponde
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ozt
@t/uk = Wﬁﬂuk,

= y(—iwg)ug + yo(ik)ug,
= —iwy U, (3.32)

onde wj, = y(wg — vk) é a frequéncia no referéncial (z/,¢'). Vale ressaltar que este resultado
pode ser encontrado para uj. Observe que as defini¢ao dos modos de frequéncia negativa e
frequéncia positiva sao invariantes sobre transformacoes de Lorentz. Consequentemente, a
expansao do operador campo na equagao (3.16), a definigao do estado de vécuo e a construgao

do espago de Fock sao equivalentes nos sistemas de coordenadas (x,t) e (2, 1) .

3.1.4 Campo de Dirac

O exemplo mais proeminente de um campo fermionico é o campo de Dirac, o qual
descreve férmions com spin-1/2, tais como elétrons, prétons, quarks, etc. A equagao de
movimento que descreve a dinamica de um campo fermionico W(z,t) no espago-tempo de

Minkowski 4-dimensional é dada pela equacao de Dirac
V0, ¥ —mV¥ =0, (3.33)

onde m é a massa e J* sao as matrizes de Dirac no espaco-tempo Minkowski. As matrizes
de Dirac satisfazem as relagoes de anticomutacgao {7*,7"} = 2n*”. Na representacao quiral,

as matrizes J* se apresentam da seguinte forma

0 I 0 o, . 0 o _ 0 o,
7 = , 7 = , ¥ = A= , (3.34)
I 0 —0, 0 —oy, 0 -0, 0

onde o,,0, e 0, sao novamente as matrizes de Pauli e / corresponde a matriz identidade

10
I= (o 1) . (3.35)

Substituindo as matrizes ¥* na equacao de Dirac, obtemos

(70 +7 -k —m)¥(z,t) =0, (3.36)

onde ¥ = (7',7%,7°).
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3.1.5 Quantizagao canonica do campo de Dirac

O esquema de quantizacao é analogo ao caso bosonico. No caso do campo de Dirac,

vamos definir o operador campo \if(:v, t) como

. Bk 1 ‘ . .
Uzt = [ — —— poabe R L )ik 3.37

S

onde éL e dL sao os operadores criacao da particula e da antiparticula respectivamente,
enquanto que éJ,L e dL sao os operadores aniquilagao. O campo de Dirac descreve particulas
de spin-1/2, consequentimente ele deve obedecer a estatitica de Fermi. Isso significa que os

operadores de criagao e de aniquilacao satisfazem as seguintes relacoes de anticomutacao:
P B R O e B R v: /
{C]{HCk/} - {dk7dk‘/} —6 (k_k)7

onde todos os outros anticomutadores sao iquais a zero. Das relagoes de anticomutacgao

acima obtemos as relacoes de anticomutacao para os operadores \TI(:B, t) e Ily (z,1):

{0 (2, 1), T, (27, 1)} = 678%(z — o), (3.38)
{U(x,1), ¥ (2’ 1)} =0, (3.39)
{115, (2, 1), 11, (', 1)} = 0, (3.40)
onde o momento conjugado [y = iVl e os subscritos a e b referem-se aos indices dos

espinores.

As fungoes 1} e 1y, sdo solugoes da equagao de Dirac e formam um conjunto completo

de solucoes, isto é, elas satisfazem as seguintes relagoes de ortogonalidade:

(W ) = o(k = K), (3.41)
(%—7 %7) = _5(k - k/)v (342)
(Wi vf) =0, (3.43)

onde o produto escalar de Dirac é definido como

(05, 4}) = / dcgt. (3.44)

As solugoes 1} e 1;, da equagdo de Dirac sao respectivamente:

YF = ¢f (k)e™ ™ (Particula), (3.45)

s

Yy = by (k)e™*  (Antiparticula), (3.46)
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onde ¢s(k) é o espinor de Dirac no espago dos momentos com s = {1, ]} indicando spin para
cima ou spin para baixo ao longo do eixo de quantizagao, por exemplo, para uma particula
com momento p* = (Fj, 0,0, k) o espinor ¢ é dado por:

of , o= : (3.47)
1 0

VBT (0) VBT @

onde k = |k| e os espinores satisfazem as condigdes de normalizagao
o7 (k)7° 0% (k) = 2méss, (3.48)
¢5_T(k)70¢;(k) = _2m588/7 (349)
o3 (k)70 05 (k) = o1 (k)7 9% (k) = 0. (3.50)

Como consequéncia da equacao de Dirac (3.33), os espinores satisfazem a equagao

(V' — m)ihy =0, (3.51)
(Y'pu +m)y, =0. (3.52)

De maneira similar ao caso do campo escalar, as fungoes modos w,f sao classificadas como
solucoes de frequéncia positiva e de frequéncia negativa com respeito ao vetor de Killing 0,

para wy > 0, ou seja, @w,f = :Fiwkw,f.

3.1.6 Espaco de Fock para o campo de Dirac

O estado de vacuo do campo de Dirac do ponto de vista de um observador inercial é

definido como
07) =TT 10s)F10x) ™, (3.53)
kk!

onde os indices + e - sobre os ket’s sao usados para indentificar os estados de vacuo da
particula e da antiparticula, respectivamente. Note que os estados de vacuo da particula e

da antiparticula sao aniquilados pelos operadores ¢ e dy:

|0t = di|Op) ™ = 0.

Aqui o espago de Fock usual é entao construido aplicando os operadores de criacao sobre

o vécuo |0F). Entretanto, diferentemente do campo escalar, o principio de exclusao de Pauli
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limita o nimero de excitagoes fermiénicas no espago de Fock para {0,1}. Dessa forma sao

permitidos apenas modos de excitacao de uma particula:

Gl0e) ™ = [1k) ™, (3.54)
()20t =0, (3.55)

e de maneira analoga temos para a antiparticula:

dij0g) ™ = [1x) ", (3.56)
(d},)?]0) ™ = 0. (3.57)

E importante notar que assim como no caso bosonico a invariancia de Lorentz da teoria
no espaco-tempo de Minkowski implica que estados vetores do espago de Fock do campo
de Dirac representam o mesmo estado quantico de um sistema fisico em dois diferentes

referénciais inerciais.

3.2 Quantizacao no espaco-tempo em expansao

Em geral, o espaco-tempo curvo nao possui uma simetria global de Poincaré, o que di-
ficulta o esquema de quantizacao dos campos quanticos em espagos-tempos curvos. Além
disso, nao podemos definir um tnico estado de vacuo e a interpretacao de particula conse-

quentemente torna-se dependente do observador.

Por simplicidade, vamos aqui nos restringir a uma importante classe de espacos-tempos
hiperbdlicos, os quais sao descritos pela métrica de Robertson-Walker. A métrica de Robertson-
Walker é uma razodavel descricao do universo em expansao, que em grande escala é consi-
derado ser homogéneo e isotrépico?, ou seja, em grande escala, os aglomerados e os supe-
raglomerados de galdxias que compoe o universo se comportam como moléculas de um gés
perfeito, onde suas trajetérias sao descritas por geodésicas que nunca se interceptam, ao

menos que seja em um unico ponto no passado ou no futuro.

O elemento de linha da métrica de Robertson-Walker é dada na forma
ds® = dt* — a®(t)dx>, (3.58)

onde a(t) é um fator de escala que caracteriza a expansao do espago-tempo. Devido ao fato

que a expansao da métrica nao é vista na escala fisica do nosso dia-a-dia o conceito pode ser

2Isso que dizer que o Universo possui as mesmas propriedades em todos os pontos e em todas as direcoes
do espaco. A isotropia é a invaridncia em relacdo as rotagoes e a homogeneidade é a invariancia em relacao
as translagoes.
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dificil de ser compreendido. A melhor forma de ilustrar isso é por meio da imagem de um

balao inflando, conforme ilustrado na figura abaixo.

Figura 4: Tlustracao da expansao do universo por meio da imagem de um baldao inflando.
Note que os pontos sobre a superficie do balao representam as galédxias que formam o universo
e que ao inflarmos o balao esses pontos se afastam uns dos outros simulando a expansao.

Como a métrica de Robertson-Walker (3.58) ¢ conformemente plana®, podemos escrevé-la
de modo tal a explicitar esta simetria, o que, em muitos casos, facilita a obtencao das solucoes
das equacoes de movimento dos campos. Consideremos, pois, a forma conformemente plana

da métrica (3.58) como:
ds®> = C(n)(dt* — dx?), (3.59)

onde C'(n) = a?(n) é o fator de escala conforme e 7 corresponde ao tempo conforme definido

por

dt
y = / o (3.60)

Suponha o fator de escala C'(n) ter a seguinte forma
C(n) =1+ €(1 + tanh(pn)), (3.61)

onde € e p sao os parametros que controlam o volume e velocidade da expansao, respecti-
vamente. Esse fator de escala simula um espago-tempo em expansao com duas regides as-
sintéticas, a saber, uma no passado distante (n — —o0) e outra no futuro distante (n — 00).

Aqui vamos demonimar as regioes assintéticas, conforme a figura (5), como:

regiao-in para (9 — —00),

regido-out para (1 — 00).

3A métrica de Robertson-Walker (3.58) pode ser colocada na forma g, (z) = Q*(z)n,..



41

Além disso, essas regioes assintéticas nos permiti definir o estado de vacuo e bem como

o conceito de particulas do ponto de vista de um observador inercial.

C(n) Regiio out

Regido in

Figura 5: O fator de escala conforme C(7) descreve um universo que sofre um periodo de
expansao suave e possui duas regioes assintoticas quando n — +o0. Estas regioes assintéticas
permiti-nos definir o estado de vacuo e bem como o conceito de particulas do ponto de vista
de um observador inercial.

Nas regioes assintéticas o campo vetor 9, possui propriedades dos vetrores de Killing.
Isso significa que o procedimento de quantizagao dos campos nas regioes “in” e “out” é
equivalente ao esquema de quantizacao realizado no espago-tempo de Minkowski na secao
3.1. Desde que, os modos de frequéncias positiva e negativa e o conceito de particulas sao bem
definidos nestas regioes existe a possibilidade de calcular observaveis no futuro assintotico

sabem a priori o estado do campo no passado assintético.

3.2.1 Campo de Klein-Gordon no espago-tempo em expansao

O comportamento de particulas relativistas que obedecem a equacao de Klein-Gordon,

bem como a equacao de Dirac, em espacos curvos, em particular no espaco-tempo em ex-
s b s b s

pansao, é de consideravel importancia na astrofisica e cosmologia. Nesta secao vamos analisar

o campo escalar ¢(x,t) no espago-tempo descrito pela métrica de Robertson-Walker (3.59).

A acao do campo escalar na métrica de Robertson-Walker é dada por

Swle] = 5 [ dxdnl(0,6) = (Vo) = (m? + R (3.6

onde £ é o acoplamento do campo com a curvatura escalar de Ricci R. Para o caso & = 0

1

¢ corresponde ao acoplamento conforme.

corresponde ao acoplamento minimo. Ja para & =

Gostariamos de ressaltar que este caso é de grande interesse no cenario cosmologia.
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A equagao de Klein-Gordon nas coordenadas (x,7) corresponde a
!/
¢+ 258 — V2 + (m? + ER)a%d = 0, (3.63)
a

onde " denota derivadas com respeito a . Em termos do campo auxiliar x(x,n) = a(n)¢o(x,n)
a equagcao (3.63) fica
1

X" = VA + Cn)m® + (€ — g filx =0 (3.64)

A expansao do campo x(x,7n) nos modos de Fourier é dada por

xen) = [ e (3.65)

Inserindo este resultado na equacao (3.64), podemos encontrar a equacao de movimento

desacoplada para os modos xx(n):

Xi(n) + [k + C(n)(m* + (§ - é)R(ﬁ))]xk(n) =0. (3.66)

Note que a equagao (3.66) corresponde a equagao de um oscilador harménico com a frequéncia

dependente do tempo

() =\ + Ol + (€~ )R

onde o escalar de Ricci na métrica de Robertson-Walker ¢ dado por R(n) = >3 o

Nas regioes assintéticas o fator de escala C'(n) assume valores constantes:

C(n— —o0) =1,
C(n—o0)=1+e.

Como consequéncia, o escalar de Ricci nessas regides, R(n — +00), é igual a zero. Assim,

as solugoes da equagao (3.66) nas regides “in” e “out” sao

) efiw}vnn

V2w

out efiwzutn
upt(n) — (3.68)

onde
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As fungoes modos ul® e u¢" podem ser classificadas como solugoes de frequéncia positiva

com respeito ao vetor de Killing 9, ou seja, elas satisfazem as seguintes equacoes:
O = —iwu®, W >0, (3.71)
Opup™ = —iwp™ug™,  wp™ > 0. (3.72)

ink

Além disso, as fungoes modos u® e ui"™* formam uma base ortonormal de solugoes na

regido assintética “in”. Similarmente, as fungdes modos uf™ e u™™ formam uma base
ortonormal de solugoes na regiao assintotica “out”. Logo, podemos quantizar o campo
X(x,n) em ambas as regides assintdticas. Neste intuito, vamos definir o operador campo em

termos de ambos os conjuntos de solucoes

~in d3k ~in inx _ik-x ~int in_—ik-x

Vi (x,n) = [ —s[aPue™ ™ + a) ule ], (3.73)
(2m)3

~out . d3k ~out out* ik-x ~outt out —ik-x 3.74

X (x,m) = 7 la up™ e + ay " lupe ], (3.74)
(o)’

onde ay' e di?T sao os operadores criacao e aniquilagao que caracterizam os estado de vacuo
. ; ~i : , A ~out ~ .~ . . ~
na regiao-in [0)™: @;*|0)™ = 0. J& ap™ e ai“ sao os operadores criacao e aniquilacao que

caracterizam os estado de vdcuo na regiao-out |0)°": ag"®|0)°"t = 0.

A relacao entre os modos da regiao-in e da regiao-out é dada pela transformacao de

Bogoliubov

af{“t = akak + Bkamli, (375)
onde ay e [y sao os coeficientes de Bogoliubov definidos por: a = (uzut u}gn) and [ =
(up™, ui™). No caso de f; # 0, implica que os estados de vdcuo [0)i, e |0)ou S0 ine-
quivalentes. Além disso, na representacao de Heisenberg o operador niimero na regiao-out

Nt = Aiu” ot possui um valo esperado no estado de véacuo |0);, diferente de zero, isto é,
in (0| NR™10)in = |Be]*. (3.76)

Este resultado significa que ocorre producgao de particulas durante a dinamica do espago-

out

- in N
tempo. E importante notar que quando m = 0 e £ = wp' = wp™, e como consequencia

67
|Bc|* = 0, ou seja, nenhuma particula é gerada no futuro assintético depois do periodo de
expansao do espaco-tempo. Esse resultado reflete o fato que nessas condi¢oes, m =0e & = =

a teoria possui simetria conforme.

No que segue vamos explorar uma aproximagao perturbativa para calcular os coeficientes

de Bogoliubov. Nosso objetivo é investigar como o acoplamento do campo com a curvatura
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escalar afeta o comportamento espectral do nimero de particulas. Nesse intuito, vamos

reescrever a equagao (3.66) como
(1700, + m*|xi(n) + V (m)xx(n) = 0, (3.77)

onde V'(n) corresponde a
Vi =1C(-50) - Clue? ~ (€~ § ) CpRt) (3.78)

Seguindo as referéncias [1, 81|, vamos resolver a equagao (3.77) por interagao para baixas
ordens em V(7). Podemos pensar no problema como na teoria de espalhamento, o que
significa assumir que a interacao do campo gravitacional com o campo da matéria seja zero
no inicio e no futuro distante, isto é, V(n — £oo) = 0. Desta forma, a forma integral da
equagao (3.77) é dada por:

o

xeln) = X () — / G, (1, 1)V (o e (3.79)

o0

onde xi"(n) corresponde a solugao da parte livre da equagao (3.77)

in e—iwg‘n
Xi'(n) = —=—, (3.80)
V 2wy
e G.(n,n") é propagador retardado no espago dos momentos
c. 1 e~ ko (' —n) e
3.81
(7] T/) /le—wi ngé 0 ( )

o qual também satisfaz a equacao
(70,0, +m?] G, (n.n') = d(n—1).

Note que a integral no momento é feita fazendo um contorno fechado semi-circular na parte
superior do plano complexo.

Na regiao assintdtica n — +00, xk(n) corresponde a

i

Xk(n) — (2w;")”

t\.’)\»—A

(o™ RN 4 Beii'm), (3.82)

onde os coeficientes de Bogoliubov sao dados por:

A = 1 -+ Zwk 77V (U)d%

\/ Qw}f
\/ Qw}ﬂn

in

Be = e~V (1) xk () . (3.83)
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Para primeira ordem em V(1) temos que

Xk(n) = X} (n)

e os coeficientes de Bogoliubov tornam-se

Z’ oo
=1 . V(n)d

_ ! - =20/ (1) d 3.84
b= =g | EV O (3.84)

Substituindo (3.78) em (3.84) obtemos
o
C2win

b= g [ R+ tank(on) + (€ - ICWRMIdn (359

[e.e]

Nota-se que o primeiro termo na equagao (3.85) corresponde a

2

L |
h= o [ (1 tanb(pn))e 2,
2w |

im2ed(2wi™)  imZe ., .
_ ImeO@ui) | ey, (3.56)

m m
wy 2wy,

onde

“+oo .
fle) = [ dntanb(pp)e i

o0

1 400 ) 2 in
= —/ drtanh(r)e™™", Q= Vi (3.87)
P ) p

Observe que o termo proporcional a funcao delta nao contribui para o resultado final de
I, desde que ele produz apenas um deslocamento no fator de escala [78]. Outro ponto
importante ¢ que a integral expressa por f(wi®) nao é trivial devido a divergéncia quando

T — 4oo. Entretanto, podemos obter uma versiao regularizada de f(wi®) fazendo Q —

T .
7]

Q —ier(T), com € > 0, Kk(T) =

1 [T ,
f-(Q) = = / dr tanh(r)e " —er(), (3.88)
[ -
Note que a integral f.(£2) converge para 7 — +oo. Depois de uma integragdo por partes
obtemos
i +o00 ef’iQT
lim f.(2) = —— AT ————.
e=0 J() Q) o cosh®(7)

A integral acima pode ser calculada no plano complexo substituindo a variavel real 7 por uma

variavel complexa z e integrando em torno de um contorno retangular fechado no sentido
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anti-horario ¥ com vértices em —R, R, R + %, —R + %, conforme a figura abaixo,

L Im[z]
-R +in/p R +in/p
Pdlo
Y ® 1/2p A
Re[z]
R R

Figura 6: Ilustracao do contorno ..

No caminho superior horizontal assumimos que cosh®(7) = cosh?(7 + im). Enquanto
que os dois caminhos verticais paralelos ao eixo imagindrio desaparecem exponencialmente

quando R — oco. Assim temos

lim £.(Q) = ! ]4 P (3.89)
im f.(Q) = — 2z , )
e—0 pQef™ —1 Jg cosh?(z)

onde o integrando tem um polo em z = % Usando a féormula integral de Cauchy, encontra-
mos

m26 ™

[1_

== _ (3.90)
2pwy sinh(%)

De maneira semelhante podemos calcular o segundo termo na equacdo (3.85). Neste

caso, para € < 1 temos que
sinh(pn
C(n)R(n) ~ —6602# +0().

Usando este resultado temos a seguinte integral:

s 2 [e%e] :
iep sinh(pn) 5 in
ILh=—(6 -1 - dn——————=e “r 1, 3.91

2 (6¢ )Zw;cn /_oo ncosh(pn)e ( )

De maneira similar a integral I;, podemos calcular a integral /5 no plano complex utilizando

o mesmo contor de integracao. Desta forma, encontramos o seguinte resultado
in

wi'e s

P sinh( m;}“n ) .

Iy = (66 — 1) (3.92)

Por fim, inserindo os resultados de I; e Iy em (3.85), podemos encontrar a expressao
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resultante para o coeficiente [3y:

m2e wile 7r
B~ | — (66— 1= - (3.93)
Wi P 1 sinh(=k)

Vale ressaltar que a expressao resulatnte de (5 corresponde a um dos resultados obtidos
em nosso trabalho publicado na revista “Furophysics letters” [82]. De maneira anéloga,

podemos calcular o coeficiente «ay, onde obtemos que

ap ~1—0(e).

Outro resultado importante corresponde em calcular a razao entre os coeficientes de

Bogoliubov g—’“ Esse calculo pode ser feito para primeiro ordem em e:
k

2 in
m2e wile T
s e —(oe -2 T4 0@, (3.94)
Ok Wh P 1 sinh(=k)
Um detalhe importante, é que para w_ ~ g’f: € Wy ™~ Wy, 0 primerio termo de g—z coincide

com |§—Z | obtido no artigo [35].

Além dos resultados obtidos acima, podemos encontar também o valor esperado do

nimero de particulas no futuro assitotico:

2 in_72 2
(OINE (0 = | — (66 = 1) 25| —
n k mn — Qwin . 9 Twoin o
kP P 1 sinh*(—=k)
p
1- 0,00015
0,018 ~
0,016 -
0,014
0012 - 0,00010 -
(&) 0,010 (V)
0,008
0,006 - 0,00005
0,004
0,002
0-

Figura 7: Numero de particulas em funcao de k para diferentes valores de £. (figura da
esquerda) 0 (linha pontilhada), 1/6 (linha tracejada) e 1/4 (linha sélida) com m = 0.2,
p=1,ee=0.7 e (figura da direita) para diferentes parametros de expansao p = 0.1...1 com
E=1/4em=€e=05.
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A figura (7) mostra explicitamente que a presenga de uma “pequena”’ massa ou de um
acoplamento nao-minimo a simetria conforme da teoria é quebrada, ou seja, O # 0 Vk.
Como consequéncia, particulas bosonicas sao criadas depois do periodo de expansao do
espaco-tempo. Isso sugere que fixando o parametro € a informacao sobre p estd codificada

na curva espectral do niimero médio de particulas.

Além disso, a figura (7) mostra que para diferentes valores do parametro &, em particular
para £ = }L, a geracao de particulas bosonicos depois do periodo de expansao apresenta um
comportamento espectral bastante peculiar. Desta forma, podemos concluir que existe uma
diferenca substancial entre a fisica dos dois tipos de acoplamento, ou seja, o acoplamento
nao-minimo guarda mais informacao sobre a estrutura do espago-tempo em expansao quando
comparado com o acoplamento minimo. Na proxima sec¢ao, vamos mostrar que esse resultado
reproduz o mesmo comportamento espectral da geracao de particulas fermionicas no espago-

tempo em expansao.

3.2.2 Campo de Dirac no espago-tempo em expansao

O procedimento de quantizacao do campo fermionico em um espago-tempo curvo é
analogo ao esquema descrito para o campo escalar na se¢ao anterior. Neste caso, a dinanmica

do campo é dada pela forma covariante da equacao de Dirac
(iv" D, +m)¥ = 0, (3.95)

onde D, = 9, -1, é a derivada covariante do campo fermionico, com I', sendo os coeficientes
de conecgao spinorial. y* sao as matrices de Dirac no espago-tempo curvo e satisfazem a

seguinte relacao de anticomutacao
{7} = + 7' = 29", (3.96)
onde g"” é o tensor métrica do espaco-tempo.

A relagao entre as matrizes de Dirac v* e 7 é dada por

Vo = €00 (3.97)

onde e}, ¢ 0 campo vierbein ou tetrada. O campo vierbein consiste de um conjunto ortogonal
de quatro vetores covariantes que servem como um sistema referencial local em cada ponto

do espago-tempo, tal que g"” = egegno‘ﬂ. No caso particular do espaco-tempo em expansao,
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o campo vierbein é dado por:

et = a(n)n™. (3.98)

Desde que C'(n) nao depende das coordenadas espaciais, a invariancia translacional é
uma simetria do espago-tempo descrito pela métrica de Robertson-Walker (3.59). Assim,

podemos expressar a solugao da equagao de Dirac como [36, 85

Uy (x,7) = C(n)"1(7°0, + i7k — m\/C(n))e™*ey(n). (3.99)

Inserindo (3.99) na equagao de Dirac (3.95) e usando o fato de que os autovalores de F° sao

+1 encontramos a seguinte equacao:

C'(n)

(02 + k2 + m2C(n) % im J67 () = 0. (3.100)

Q
—~
3
S~—

Nas regioes assintéticas esta equagao possue as seguintes solugoes

) iiw};‘r]
i (3.101)

V2

:I:Z'wout,’,’
A (3.102)

k ~ out
\ 2wy

Estas solucoes correspodem aos modos de frequéncia positiva no passado e no futuro distante,
onde o espago-tempo admite o campo vetor de Killing tipo tempo &,. De maneira similar,
identificamos o complexo conjugado de (3.102) ,(f)in* e gzﬁ,(f)out* correspodem aos modos de
frequéncia negativa. Dessa forma, o campo V(x, ) é quantizado definindo o operador campo

em termos de ambos os conjuntos de solugoes

T/in dgk 1 ~in in _—ik-x 9int ,—in ik-x
v (x,n) :/WW Z(Ckcb}f e~k +dkT¢k e*x), (3.103)
2 s
‘ilout(x 77) _ / &’k 1 Z(éoutqb—i—oute—ikx + Ciout]‘gb_outeik.x) (3104)
) (271_)% (2Ek)% - k Yk k k )

onde & e dLHT sao os operadores de aniquilacao e de criagao na regiao-in, respectivamente.

Assim, o estado de vacuo do campo fermionico na regiao-in é definido por:
Ain|nF\in __
an|of)y™ =0, (3.105)

, oA Sout ~ . . ~ .~ ~ .
J& & e dy" " sdo o operadores de aniquilagao e de criagao na regiao-out, respectivamente.

Logo, o estado de vacuo do campo fermionico na regiao-out é definido por:

&mofyeut = 0. (3.106)
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Assim como no campo escalar, a transformacao de Bogoliubov entre os modos da regiao-

in e da regiao-out é
](g:t)in _ Oé](:t)(é](:t)om ﬁ ¢ :t)out* (3107)

onde ak e 519 sao os coeficientes de Bogoliubov e satisfazem a condicao de normalizagao
de Dirac:

P+ |8 =1 (3.108)

Vamos agora calcular os coeficientes Ozk e Bk usando a aproximacao perturbativa da

segao anterior. Com essa finalidade é conveniente reescrever a equagao de Dirac (3.100) como
05 + K+ mley, () + Vi ()¢, () = 0, (3.109)

onde

(3.110)

Novamente, seguindo as referéncias [1, 81|, vamos resolver a equacao (3.109) por interagao

para baixas ordens em V'(n). Na regido assintética (n — oo) temos

o () — (2wi™) 2 [l e 4 gl g, (3.111)

onde os coeficientes de Bogoliubov ﬁ,(;) e a,(;) sao dados por

ol =1+ ’“kﬁvf Vol (n)dn, (3.112)

\/ Qw}j‘

B = e R (n)el ) (n)dn. (3.113)

\/ Zw;cn

Para a primeira ordem em V(n) temos que

V)~ e (3.114)

e os coeficientes de Bogoliubov tornam-se

_ i[>
a,g g 5 in/ Vi(n)dn, (3.115)
wk 00
[T iy vg 3.116
b =—gm | ¢ r(m)dn. (3.116)
k —00
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Substituindo (3.110) em 6,(;), obtemos a seguinte expressao

7
- in
2wy

B

/_O; e~ 2w [m2e(1 + tanh(pn)) +im ng)?)} dn. (3.117)

O primeiro termo em B,if) corresponde a integral I; (3.86). Ja para segundo termo podemos

escrever

0o ) '
I=——" e~ S 4, (3.118)
20" ) oo C(n)

Note que o termo 2 = 2(,/C(n)) e que para € < 1 temos que

C'(n)
C(n)

Usando este resultado podemos reescrever a integral I3 como

~ epsech?(pn) + O(€?). (3.119)

I =— i e~ 2 e psech? (pn)dn. (3.120)
2wyt

—00
A integral em 7 pode ser calculada no plano complexo da mesma maneira que a integral

(3.86). Neste caso, encontramos

me ™

=-"T (3.121)
p sinh(%)
Finalmente, obtemos o seguinte resultado para ﬁ,i_) [82]:
2
)~ (me _ ﬁ) — (3.122)
WP P/ ginh(—k)
p

(%) Para a primeira ordem em €

B

De maneira similar, podemos calcular o coeficiente

obtemos a,(g_) ~ 1+ 0(e). Além disso, a razao entre os coeficientes de Bogoliubov == resuta
O
em
(=) 2
me  me T
ay, WP P sinh(=%)
. (=)
Para wy = wi' + ’gif e w_ = Z’jif este resultado coincide para € < 1 com o |% | obtido em
k k «

k

[36).

O valor esperado do ntimero de particulas no futuro assintotico é dado por

- (3.124)
wilp P

in °

m2e me)2 2
nh2 (T
sinh”(=)

(NG & (
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E importante ressaltar que uma expressao analoga é obtida para o valor esperado do ntimero
de antiparticulas no futuro assintotico. Nota-se que para o caso de particulas com m = 0,
neutrinos sem massa, a taxa de criagao de particulas é zero. Isso significa que a invariancia
conformal da teoria é preservada. Ja a presenca de uma “pequena”’ massa quebra a sime-
tria conforme e como consequéncia particulas fermionicas sao criadas depois do periodo de

expansao, como mostra a figura (8).

0.0025 1

0.0020 1

0.0010

0.0005 1

Figura 8: Numero de particulas em funcao de k para diferentes parametros de expansao
p=0.1...1, onde temos fixado m = e = 0.5.

A figura (8) mostra o espectro do nimero de paticulas criadas para o campo férmionico.
Note que esse espectro é andlogo ao espectro do nimero de particulas para o campo bosonico
com acoplamento ndo-minimo, como mostra a figura (7). Isso expressa o fato que em um sis-
tema de coordenadas local a equagao de Dirac covariante é uma natural extensao da equacao
de Klein-Gordon com o termo de acoplamento nao-minimo iR, para mais detalhes ver a re-
feréncia [2]. Todos esses resultados indicam que o campo fermiénico e o campo bosénico
com acoplamento nao-minimo codificam mais informacao sobre os parametros cosmolégicos

que o caso do campo bosonico com acoplamento minimo.

Nossos resultados mostram que o acoplamento nao-minimo do campo escalar com a
gravidade pode simular a geracao de particulas pelo campo fermionico no espago-tempo em
expansao. Neste caso, existi um privilegiado modo que é mais sensivel aos parametros de
expansao. Além disso, eles mostram que a estatistica do campo e o acoplamento dele com
a gravidade possui um importante papel na forma como a expansao do espago-tempo gera

particulas nos campos quanticos.

No proximo capitulo vamos estudar como a natureza estatistica do campo e o aco-
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plamento do campo com a gravidade afetam um protocolo de teletransporte quantico no
espago-tempo em expansao e também vamos investigar como uma autointeracao e interagao

entre dois campos afetam e sao afetadas pela dinamica do espago-tempo em expansao.
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Capitulo

Emaranhamento no espaco-tempo curvo

Recentemente campos bosonicos e fermionicos livres em evolugao num universo em ex-
pansdo com a métrica de Robertson-Walker foram estudados nas referéncias [35, 36]. Nelas,
os autores mostraram que o espago-tempo em expansao pode gerar emaranhamento entre os
modos de momentos opostos de um campo quantico. Além disso, os autores mostraram que
¢é possivel obter informagao sobre a expansao do espago-tempo, ou seja, obter informagao
sobre os parametros cosmoldgicos que caracterizam a expansao através da entropia de ema-

ranhamento gerada depois do periodo de expansao do espaco-tempo.

Neste capitulo vamos estudar a geracao da entropia de emaranhamento em um espaco-
tempo com a métrica de Robertson-Walker. Por simplicidade vamos considerar um espaco-
tempo com duas regioes assintéticas, onde a interpretacao de particulas pode ser bem definida
nessas regioes assintoticamente estacionarias. Na secao 4.1, vamos também estudar como um
estado de vacuo no passado assintético torna-se um estado “comprimido” de dois modos no
futuro assintotico. Em seguida, na se¢ao 4.2, veremos o efeito da dinamica do espago-tempo
sobre uma particular tarefa de informacao quantica, a saber, o teletransporte quantico. Na
secao 4.3, vamos investigar com uma auto-interacio \¢* afeta a quantidade de informacao
codificada no emaranhamento gerado entre os modos de um campo escalar depois do periodo
de expansao. E finalmente, na secao 4.4, vamos estudar dois campos escalares emaranhados
via uma interacao mutua no espago-tempo em expansao. Nessa secao, vamos calcular a
negatividade logaritmica em primeira ordem na constante de acoplamento e mostraremos
que no limite de expansao suave a interacao contribui significativamente para a sobrevivéncia

das correlagoes quanticas no futuro assintético.
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4.1 Emaranhamento bosonico e fermiénico no espaco-
tempo em expansao

Nesta secao, vamos mostrar que o estado de vacuo do campo no passado assintotico
evolui para um estado emaranhado no futuro assintético. O emaranhamento gerado pela
expansao codifica informagoes sobre os parametros da expansao, esta informacao pode ser

obtido para particulas com massa especifica, como foi mostrado em [36].

Considere que o estado do campo escalar ¢ na perspectiva de um observador inercial

situado na regiao-in é o estado de vacuo
10)in = [ 10k, 0_i)in- (4.1)
k

Ele pode ser escrito na base de estados da regiao-out como

o0

|0>in = ch|nk‘an—k>out7 (42)

n=0
onde n é o nimero de excitagoes do modo k visto por um observador na regiao-out. Desde que

o estado de vdcuo é definido como al|0);, = 0, podemos usar a transformagao de Bogoliubov

e obter a seguinte equacao
0= aikn|0>in = (akaim + /BkG/ZUtT) i Cn|nk7 n*k>0ut7 (43)
n=0
= akicnﬂvn—l— Lng, (n+1)_k)out (4.4)
n=0
— ﬂkicnﬂvn—i— H(n+ 1)k, n—k)out- (4.5)
n=0

Br

n
om) co. Dessa forma,

Resolvendo essa equagao encontramos a relacao de recorréncia ¢, = (

o estado de vacuo do ponto de vista de um observador inercial no passado distante torna-se

YZAY
|O>in_con2:[:)(ak> ‘nkanfk>out7 (46)

para um observador no futuro distante. A condi¢ao de normalizacao i, (0|0);, = 1 nos permite

obter a seguinte expressao para cg:

(4.7)
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Como consequéncia o estado |0);, torna-se
=V 1 - @(k) i (&)n |nk‘7 n—k>outa (48)
n=0 Xk

onde O(k) = |~

um estado “comprimido” de dois modos na regiao-out. E importente notar que esse estado

2
B—Z . Esse resultado significa que o estado de vacuo na regiao-in ¢é visto como

é idéntico ao estado obtido por um processo de amplificacao paramétrica nao-degenerado,
para mais detalhes ver as referéncias [83, 84]. De maneira anéloga, o estado de uma particula

|1);, na regido-in do ponto de vista de um observador inercial na regido-out corresponde a

D= (=0 Y (2) VAT T + Lo (4.9)

n=0

Note que o estado (4.8) é um estado puro com uma correl¢ao entre os modos de k e —k.
Podemos usar a entropia de von Neumann definida no capitulo 2 para quantificar o ema-
ranhamento entre esses modos. Para esse fim, vamos primeiro calcular a matriz densidade
reduzida de um dos modos. Por exemplo, a matriz densidade reduzida para o modo k é
obtida fazendo um trago parcial sobre o modo —k da matriz densidade py_r = [0)i, (0], ou

seja,
pr = Tr_y(pr—k) = Z O(k)" |nk) out (1|, (4.10)

Vale notar que a matriz densidade reduzida p; é uma matriz diagonal com auto-valores
= (1= 0O(k)e(k)", (4.11)
o que facilita no calculo da entropia de von Neumann. Logo, usando 2.14 temos que

Sy = —Tr(un log2 Un)
)2 01 g (1~ 0140

= (O(k) - 1) Z [nO(k)" log, O (k) + O (k)" log,(1 — O(k))],

n

= (B(k) = 1)log, ©(k) Y nO(k)" + (O(k) — 1) log,(1 — O(k)),

n

= 5 1og, O(k) — logy (1~ O(k)),

O(k)
_O(k)
= log, % (4.12)

De acordo com as referéncias [35, 37], num espago-tempo em expansao com metrica de
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Robertson-Wlaker bidimensional, ©(k) é dado por

2 . 2
o) = | 2| = —S?nh,z(m*/ °). (4.13)
ay, sinh* (7w, /o)
onde
1 out in
wy = §[wk + wi].

Em resumo, esse resultado significa que a expansao emaranha modos massivos de mo-
mentos opostos. Além disso, esse emaranhamento contém informacao sobre a expansao
do espaco-tempo. Em particular, para m < 20e¢ /2 ¢ E = \/p® + m? temos o seguinte
resultado [35]

2F*
€x—y ~v(S), (4.14)
] 3
o~ g e +7(5) E. (4.15)

No caso do campo fermionico, de acordo com as referéncias [?737, 38|, a relacdo entre

os operados das regioes assintdticas é dada por
A = et BX (k)T (4.16)

onde X é o tensor de polarizacao dado por

X (k) = \/Tk%m (1 - \/%m) .

(4.17)

De forma analoga ao campo bosonico, podemos escrever o estado de vacuo da regiao-in

em termos da base de Fock da regiao-out como
0)in = H(Ao|0k, 0—&)out + A1|1e, k) out)- (4.18)
k

Aqui a notagao |1) representa uma particula com momento k e |1_j) representa uma an-
tiparticula com momento —k. Desde que o estado de vdcuo é definido como c*|0);, = 0,

podemos usar a transformagao de Bogoliubov (4.16) e obter a seguinte equagao

0= c"0)in
= (O‘/;*Czut + ﬁlc_*X(k)do—u]gtT)(AOIOka O—k>out + A1|1ka 1—k>0ut)>
= o A0k, 1o )ou + B X (k) Ao| O, 1t )ous- (4.19)
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Resolvendo esta equagao podemos encontrar a seguinte relacao:

X(k)Ap. (4.20)
Ja usando a normalizagao do estado de véacuo i,(0]0);, = 1 temos que

L= [Ap|* (1 + [0 X(k)[*),
1

Ag = , (4.21)
V146X (k)2
onde ©, = Be
R
O estado de vacuo da regiao-in visto por um observador inercial na regiao-out
1
10} 1010k, 0-k)oue — €5 X (k)1 1k houe)- (4.22)

T VI XRE L,

Este estado corresponde a um estado emaranhado entre os modos das particulas e das anti-
particulas com momentos opostos. Desde que ele é puro, o emaranhamento entre os modos

pode ser quantificado via entropia de von Neumann:
S(pr) = Te(py, log i),

onde pf é a matrix densidade reduzida do estado com modo k. Ela é obtida fazendo o trago
sobre os estados das antiparticulas com modos —k, isto é, pf' = Tr_;(]0);,(0]). Deste modo

pE corresponde a

1

~F - 2
= 0k )out (Or| + 1O X(E)|*|1r)out (1%, 4.23
7 = 0o O+ BT X P 1] (1.23
e a entropia de von Neuman resulta em
1+ |05]?
S() = o | 2] (420
CRIES

onde |Op| = |0, X(k)|.

Curiosamente, existem diferencas qualitativas marcantes entre os campos bosonico e
fermionico. Por exemplo, o emaranhamento gerado pela expansao do universo como func¢ao
da freqiiéncia do modo do campo cresce até um pico e depois decresce. Para o caso bosonico,
por outro lado, ele decresce monotonicamente, ou seja, para bdsons os modos mais sensiveis
sao aqueles para os quais |k| — 0 ao passo que existe um valor especifico o qual é mais sujeito
a emaranhamento para o caso de férmions. Desta forma, os campos fermionicos armazenam

mais informagao sobre a evolucao do espaco-tempo que os campos bosonicos.
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A pergunta natural ainda nao respondida na literatura desse caso especifico, parcialmente
devido a complexidade de soluc¢do analiticas, é como um ambiente/interagoe afetam essas
correlagoes quanticas ao longo da evolugao do universo. Pois, sabe-se que o emaranhamento

degrada-se facilmente quando exposto a meios que geram decoeréncia.

4.2 'Teletransporte quantico no espaco-tempo em ex-
pansao

Nesta secao, vamos estudar um protocolo de teletransporte quantico entre dois observa-
dores inerciais em um espago-tempo em expansao. Vamos mostrar que no futuro assintotico,
apos a expansao do espaco-tempo saturar, o estado emaranhado compartilhado entre Alice
e Bob nao sera mais um estado maximalmente emaranhado, em vez disso, ele serd o estado
misto com o grau de emaranhamento reduzido. Como consequéncia, essa degradacao do grau
de emaranhamento do canal quantico resulta na degradagao da fidelidade do teletransporte.
Por uma questao de generalidade, vamos explorar os modos do campo bosonico e do campo
fermionico. Vamos também investigar e quantificar os efeitos do acoplamento nao-minimo

do campo com a curvatura escalar sobre o protocolo de teletransporte.

Primeiramente, vamos supor que o espago-tempo ¢é descrito pela métrica de Robertson-
Walker (3.58). No que segue, consideremos o seguinte experimento de pensamento: no pas-
sado assintético, dois observadores coméveis Alice e Bob possuem cavidades ideais isoladas?
capaz de amarzenar os modos espaciais e ortogonais kq, ky com frequéncia |ki| = |ks| = k
do campo ¢ em um estado de superposicao, isto ¢, em um qubit?. Vamos aqui rotular esses

modos como A; para Alica e B; para Bob, onde i = 1, 2.

Além disso, Alice e Bob compartilham o estado maximamental emaranhado,

18) = (100l 0)un + | L) L5 (4.25)

V2

onde os estados |04) e |14) sdo definidos em termos da base dual rail como sugerido na
referéncia [21], [04) = |14,)|04,), |[14) =]04,)|14,). De maneira similar, temos para cavidade
de Bob: |0g) = |15,)|08,), |15) = |05,)|15,). Vale ressaltar que no referéncial local da Alice,
os modos na regiao-in e na regiao-out sao os mesmos e o subscrito “in” daqui para frente
pode ser ignorado para os estados de Alice. E importante salientar também que o estado
emaranhado que Alice e Bob compartilham pode ser codificado em termos dos modos de um

campo escalar real massivo ou de um campo fermionico.

!Cavidade ideal corresponde a uma cavidade livre de defeitos que possam causar decoeréncia no qubit.
2Por simplicidade, estamos ignorado a polarizacdo e modelando os fétons com os modos de um campo
escalar ou fermio6nico.
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Conforme ilustrado na figura (9), Alice possui uma cavidade ideal extra, rotulada de
cavidade C, com um qubit que ela deseja teletransportar para Bob usando o protocolo
padrao de teletransporte discutido no capitulo 2. Vale salientar que o papel de Alice e Bob
pode ser trocado, ja que ambos sao observadores comdveis no espago-tempo em expansao.

n
Alice Bob

[e] [e]

Legenda

[@] Qubit
Estado térmic
[@] Cavidade C

Figura 9: Ilustracao de um teletransporte quantico no espago-tempo em expansao. Alice e
Bob no passado assintético compartilham um estado maximalmente emaranhado, que é a
fonte para realizar o teletransporte. Além disso, Alice possui um qubit extra, que deseja
teletransportar para Bob. O protocolo é finalizado no futuro assintético quando a expansao
do espacgo-tempo satura.

Note que, se o protocolo de teletransporte é executado quando os observadores Alice
e Bob estao no passado assintético, entao a fidelidade do teletransporte serda maxima, ou
seja, igual a 1. Entretanto, suponhamos que Alice e Bob desejam realizar o protocolo de
teletransporte no futuro assintético, depois que a expansao do espaco-tempo satura. Nosso
intuito é estudar como a expansao do espaco-tempo afeta o protocolo, ja que rescentemente
na literatura tem sido extensivamente estudado efeitos nao-inerciais sobre o emaranhamento

e sobre tarefas de informacao.
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4.2.1 Teletransporte quantico caso bosonico

Na perspectiva de Alice, o estado de vdcuo dentro da cavidade de Bob |0p);, torna-se

populado com particulas no futuro assintético |0p) o,
08)sc = V1 — O Z O Inic, n—xc), (4.26)
n=0

Similarmente, a excitacao de uma particula |1g);, evolui no futuro assintético para o estado

‘1B>oo

15)ee = (1= 604) > Opvn+ 1|n + L, ny). (4.27)
n=0

Logo, o estado emaranhado |3) torna-se |5):

|B8)o0 = — (104)108)0 + [14)[15)0) , (4.28)

V2

onde definimos |05)s = |15,)00|0B,)00 € [1B)o0 = |08, )oo|1B, )00, sSeguindo a notagao intro-
duzida nas equagoes (4.26) e (4.27). O estado |f) ainda é um estado emaranhado e pode
ser usado para executar o teletransporte do qubit de Alice para Bob. No entanto, ele nao é

mais um estado maximalmente emaranhado.

Para ver como a degradacao do emaranhamento afeta a fidelidade do teletransporte,

suponha que a cavidade adicional de Alice contenha o seguinte estado:

[V)in = al04) + b[14), (4.29)
onde este estado é desconhecido para Bob.

Ao realizar uma medida de Bell sobre o estado [1);, e no seu qubit do estado emaranhado
compartilhado com Bob, Alice acopla o estado quantico [¢);, ao estado emaranhado |3) ..

Dessa forma, o estado total do sistema tripartido no futuro assintético pode ser escrito como

1%0)in = |1)in @ |8) oo,
- %[WM“'OB%O +0]1B)c0) + [02)(al08) 0o — bl15)c0)

+ [5) (@08) o + bl15)oc) + [157) (0l05)oc = bl15)0)] (4.30)
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onde os estados |¢7) e [1/%) correspodem a base de Bell:

%) = 7[10A>®|0A>+\1A>®11A>] (4.31)
67) = 7[|0A>®|0A> 114) @ L)), (4.32)
) = ﬁno/o © [14) + [14) © [04)], (4.33)
7)== [104) ® [14) — [14) ® 0], (4.34)

Sl

Apébs a medigao de Alice em seus dois qubits no futuro assintético, o estado que descreve

o sistema completo é dado por:

[V)in = [i) ® [j) @ |$5,5) 0> (4.35)

com os possiveis resultados |i) ® |j), i,7 € {0,1} e o estado final de Bob corresponde a
|0i.5)00 = %i[0)o0 + ij|1) oo

com as quatro possiveis amplitudes sendo

T11,Y11) = —b, CL). (436)
Usando as equagoes (4.26) e (4.27) em [1)i, 0 estado na cavidade de Bob corresponde a
ﬁlj(k> = Tr*kh*kQ <‘¢’L] ¢’LJ anng n

—1-egr Y (07" [(n = m)ly [ + mlys ] [, n = m){m, n — m

n=0 m=0

—l—xijyfj@z\/(m—i-l)(n—m— Dm,n—m+1){m+1,n—m)|

+ 50/ + (= m = Dim + 1,n = m)(m,n —m+1]], (4.37)

onde o traco parcial sobre os momentos negativos —k;, —ko da parte de Bob em |¢; ;)00 (¢ ;|
significa que Bob no futuro assintético nao tem acesso aos modos de momentos negativos

—k. A matrix densidade reduzida p;;(k) é uma matrix de dimensao infinita, mas que possui
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uma estrutura diagonal blocada. Para os setores de excitacao n = {0, 1,2} temos

0 0 0 0 0 0

0 o iy 0 0 0

0 =5y, P 0 0 0
polh) = (1= | i ot o 0|0 0

0 0 0 V20rzy; O V20,m5y5;

0 0 0 0 \/E@kxijy;‘kj 20|y |2

onde temos usado a base {|00), |01),[10),|02),|11),|20)}. Note que os setores de excitagoes
tem probabilidades

po=0, pi=(1-6y°% p,=(1-6y°er "

O teletransporte s6 estard completo quando Bob receber de Alice a informacao classica
{i,j} do resultado da medida de Bell feita por Alice e entdo aplicar uma transformagao
unitaria sobre o estado teletransportado em seu referéncial local (ou laboratério). Vale
notar que nosso resultado esta restrito ao setor de excitacao n = 1, desde que o estado que

Alice deseja teletransportar reside nesse setor.

Para quantificar a qualidade do teletransporte, calculamos a probabilidade do estado
teletransportado na cavidade de Bob ser o mesmo estado inicial da cavidade de Alice via
uma medida de fidelidade [82]

F(e,p) = Tr (|} (4| pi; (k) = (1 — O)°. (4.39)

Com os resultados encontrados para os coeficientes de Bogoliubov no capitulo 3 na segao
do campo bosonico no espago-tempo de Robertson-Walker, a saber, a equagao (3.94), nos
permite determinar a influéncia da expansao do espaco-tempo sobre o protocolo. Percebe-
se que mesmo uma pequena perturbacao na simetria conformal resulta na degradacao da
qualidade do teletransporte. De fato, é somente sob simetria conforme que nao ha criagao de
particulas devido a expansao do espaco-tempo e consequentimente nenhuma resposta sobre
a medida de fidelidade F', ou seja, no limite §; = 0, a fidelidade do teletransporte é igual a
1, que corresponde a situacao no caso ideal. A reducao da fidelidade corresponde ao fato que
o emaranhamento do estado compartilhado entre Alice e Bob degrada durante o periodo de

expansao do espaco-tempo.

Uma anédlise numérica da equacgao (4.39) mostra que a fidelidade do teletransporte sempre
se degrada devido a expansao do espago-tempo para massa nao nula e/ou acoplamento nao-

conformal, como mostra a figura (10). Além disso, para m # 0, & medida que o coeficiente
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¢ aumenta de minimo para conformal, a fidelidade também aumenta. Com relagao ao papel
desempenhado pelos parametros da expansao, € e p, podemos verificar que o aumento da
rapidez p da expansao leva a uma reducao da fidelidade. Além disso, podemos ressaltar que
a criacao de particulas com massa m grandre e momento k£ grande demanda uma grande
quantidade de energia da expansao do espaco-tempo, logo somente os modos com baixa

energia contribuem significativamente para a reducao da fidelidade.

4.2.2 Teletransporte quantico caso fermionico

Nesta secao vamos estender nossos resultados acima para o emaranhamento entre particulas
fermionicas de spin 1/2. Nosso objetivo é avaliar o efeito do cardter estatistico, Fermi-Dirac

e Bose-Einstein, do campo na medida de fidelidade do teletransporte.

Nesse proposito, considere um campo de Dirac de massa m no espago-tempo descrito
pela métrica de Robertson-Walker (3.58). Neste caso, na perspectiva de Alice o estado de

vacuo dentro da cavidade do Bob é dada por

L T 00004 — O X811 ). (4.a0)

‘Og>oo = = 2
V110, X (k)2

Observe que, devido ao principio de exclusao de Pauli o niimero de excitagoes férmionicas é
limitado no setor {1,0}. De maneira similar, o estado de uma particula na regiao-in evolui

para

115)00 = |11, 0-xc)- (4.41)

O protocolo de teletransporte nesta secao segue a mesma linha que foi discutida na
se¢@o anterior com o campo escalar. Neste caso, o estado maximalmente emaranhado |f3)

corresponde a

1
18") = —= (102)ul05)in + [13)il15)im) , (4.42)

V2

onde a base “dual rail” pode ser interpretado em termos de excitagoes fermionicas nos dois

modos espaciais das cavidades de Alice e de Bob.

Novamente, vamos supor que Alice e Bob compartilham o estado maximalmente ema-
ranhado |3¥) no passado assintético, que Alice possua uma cavidade adcional contendo o

qubit

[¥)in = al0%) +0[15%), (4.43)
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e que apdés uma medida de Bell realizada por Alice em seus dois qubits no futuro assintético,

o estado que descreve o sistema completo é dado por:

19 )i = 1) ®1j) @ [6]) o0,

(4.44)

com os possiveis resultados |i) ® |j), i,7 € {0,1} e o estado final de Bob corresponde a

16 )00 = 235107 ) oo + 55117 )

com as quatro possiveis amplitudes sendo

(o0, Yoo) = (a,b),
(o1, yor) = (b, a),
(10, Y10) = (a, =b),
(z11,911) = (=b, a).

(4.45)

Usando as equagoes (4.40) e (4.41) em [¢)n, 0 estado na cavidade de Bob corresponde a

ﬁf;(k) = Tr*klﬁkQ (‘¢fg>00< fg|)
B 1
1O X(R)?

+ 2iy5510) (01] + 27595 01) (10] + |@;X(k)|2|11><11|],

[25[2110)(10] + [y 2]01) (01]

(4.46)

onde o traco parcial sobre os momentos negativos —k;, —ky da parte de Bob em |¢; ;) (¢ ]

significa que no futuro assintético Bob nao tem acesso aos modos de momentos negativos

—k das antiparticulas.

De maneira similar a matriz densidade reduzida p;;(k), a matrix densidade reduzida

(4.46) possui uma forma diagonal em blocos, ou seja,

0 0 0 0
P LY
J 1+ (0, X(k)|* [ o T} Yij |yis1° 0
0 0 0 |O;X(k)]

onde temos usado a base {|00),|01),|10),|11)}. Neste caso, as probabilidades sao

1 oF = |0, X(k)[? ‘
1+ 0. X(B))2 72 1410, X(k)2

Py =0, pf=

(4.47)
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No caso fermionico, o nimero de excitagoes esta limitado até n = 2 e novamente o estado
teleportado por Alice reside no setor n = 1. Assim, a fidelidade do teletransporte no setor
n =1 é dada por

1

Flen) = e, x P

(4.48)

A figura (10) mostra que a fidelidade decresce com o aumento do parametro cosmoldgico
p. Neste caso, temos usado os coeficientes de Bogoliubov calculados no capitulo 3 na se¢ao do
campo fermionico no espago-tempo de Robertson-walker, a saber, a equagao (3.123). Além
disso, podemos notar que quando p é grande a fidelidade para o caso fermionico satura para
um valor fixo, por causa do principio de exclusao de Pauli. Entretanto, para o caso bosonico
na condi¢ao de acoplamento minimo (§ = 0) a fidelidade assume valores préximos de zero.
Este resultado mostra que o emaranhamento entre modos fermionicos sao menos afetados
pela expansao do espaco-tempo e Bob pode completar o protocolo com menor probabilidade

de erro que no caso bosonico.

Figura 10: Fidelidade em funcao do parametro de expansao p para o caso de campo bosonico
com acoplamento minimo (linha continua) e acoplamento conformal (linha de pontos). A
linha tracejada mostra a fidelidade para o caso fermionico, onde fixamos k =m =1¢e € =
0.7.

No caso do campo escalar com acoplamento nao-minimo, conforme a figura (10) (linha de
pontos), a reducao da fidelidade é bem menor que o caso do campo escalar com acoplamento
minimo (linha continua) e qualitativamente semelhante ao caso fermionico (linha tracejada).
Esta é uma consequéncia do fato ja observado no capitulo 3 de que a geracao de particulas
bosonicas para & = }1 é equivalente a geracao de particulas fermionicas. Vale ressaltar
também que a equacao de Dirac no espago-tempo curvo pode ser escrita como uma equacao
do tipo Klein-Gordon com um acoplamento nao-minimo com a gravidade. Nossos resultados
sugerem que o acoplamento nao-minimo do campo escalar com a gravidade significativamente

contribui para minimizar os efeitos da expansao do espago-tempo sobre o protocolo de um
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teletransporte quantico entre dois observadores inerciais.

4.3 Emaranhamento com campo escalar auto-interagente

Nesta secao estamos interessados em quantificar e compreender o efeito de uma auto-
interacoes sobre o emaranhamento quantico em um espaco-tempo em expansao. Nosso ob-
jetivo é ter alguma idéia da importancia relativa desse efeito comparado ao caso livre, ou

seja, na auséncia de interagoes.

Considere agora o campo escalar ¢ em uma métrica bidimensional tipo Robertson-Walker
ds®> = C(n)(dn* — da?), (4.49)

com o fator de escala conforme descrito por (3.61). Neste caso £ = 0, e a Lagrangiana que

descreve a dinamica do campo escalar é
1
L= 5lg" 0,00, — m*¢’] = A, (4.50)

onde A é a constante de aclopamento. Na representagao de interagao, o operador campo

satifaz a forma covariante da equacao de Klein-Gordon neste espaco-tempo
(O +m*)¢ =0, (4.51)

e a informacao sobre a criacao de particulas causada pela auto-interacao é transportada pelo

estado |¢) do sistema, que satisfaz a equagao de Schrodinger

Hy|y) =idy ), (4.52)

onde H; é o Hamiltoniano de interacao

Hy=\ / dx/—go*. (4.53)

Aqui a integracao é sobre uma hipersuperficie de tempo conforme 7 constante. Dessa forma,
a quantizacao do campo ¢ é idéntica ao caso do campo livre. Vamos definir o operador

campo como

Ha,m) = / dk{ax Fe(,n) + Ly (2, ), (4.54)

com

&k(n). (4.55)
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Sendo que & (n) satisfaz a seguinte equagao de movimento:

() + (k* + C(n)ym*)&(n) = 0. (4.56)

A solugao geral desta equacdo é dada em temos de duas fungoes hipergeométricas [35]:

1 . . w_
F(l) z, — : ezkw—zw+n—71n(2cosh(pn))
W_ W w1
X hi[l+ —, =, 1 — —% (1 + tanh(pn))],
1 25 1 - 2 21 tanh()
]_ . . W _
Fk(2) (SL’,T]) — o 6z/ca:—wur’r]—T1n(2cosh(p7]))
Wy,
iw_ w_ w1
) [l g R L (o)),
PP p 2
onde
1 ,
Wy = §(w,§’ut + w). (4.57)

Note que funcao modo F; ,51) no passado assintético tornam-se
FY = (drwy) "zl (4.58)

~ 2 s
e a funcao modo F, k( ) no futuro assintético corresponde a

out

FP = (dmwy)~zeika—ei™n, (4.59)

Desta forma, o operador campo na regiao-in pode ser expandido em termos dos opera-

~inf,

~in
dores a;' e a;

o ~in _i(kz—witn) ~inf  —i(kz—wi’n)

bu= [ a0 (4.60)

e de maneira analoga podemos expandir o operador campo na regiao-out em termos dos
~out , ~outt,

operadores a" e a; '

dk
vV 47rwk

[dZUtel(k‘T*wzutn) + d(k):ut"'efl(kwfwzutﬁ)] , (4.61)

(,bout -

O operador de aniquilacao da regiao-out esta relacionado com os operadores criagao e

aniquilagao da regido-in por uma transformagao de Bogoliubov similar a equagao (3.75).
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Neste caso, os coeficientes de Bogoliubov obtidos de forma exata sao dados por [35]

out

ot T(1 — iy p(— i

ap = win I W (1 Wi\ 7
F T - )
out ['(1 — % T ﬁ
ﬁk = Wkin ( w - ) (zwp )7 (462)
wy (=)0 +=7)

E importante salientar que na representacao de interacao, os coeficientes de Bogoliubov
carregam apenas informacao sobre a contribuicao nao interagente no processo de criacao de

particulas.

Vamos supor que nenhuma particula esteja presente no passado distante, logo o estado
inicial do sistema ¢ o estado de vacuo: |0), . Este estado evolui para um estado de particulas

como consequencia tanto da expansao do espago-tempo quanto pela auto-interacao do campo.

A criacao de particulas devido a interacao pode ser calculada usando teoria de per-
turbagao desde que |A| < 1 [78, 86]. Deste modo vamos aplicar o esquema da matrix-S na

representacao de interacao. Assim, para baixas ordens em A, a matrix-S é dada por
S—1—i / Hy(n)dn + O(\?). (4.63)

observe que a interacao pode produzir particulas em pares ou quartetos, como mostra a

figura (11).

Figura 11: Representagao diagramética da criacdo de quartetos (equerda) e da criagao de
pares (direita) pela auto-interagao.

A amplitude para a criacao de um quarteto corresponde a
in (Lkys Lhgs Lig, 1iy] S10);, = —4!i)\/d2x\/—_gF,le,j2F,;‘3F,j4,
= —iAI(k1 + ko + ko + ky) B(ky, ka, k3, ky), (4.64)
onde

B(kla kQa k3a k4 dnc Z(Wkl +w,€2+w}€3+w}€4) (465)

in, ,in, ,in, ,in /
Ty [ Wi Wi W Wi

Isso é semelhante ao processo de espalhamento de um par de particulas. A diferenca essencial
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é que o espalhamento ocorrer no espago-tempo de Minkowski. Enquanto que a criacao de
particulas é possivel apenas em um espago-tempo curvo, onde a energia geralmente nao é
conservada. E importante também notar que a interacao H; ¢ adiabaticamente desligada
nas regioes assintoticas, em outras palavras, a criacao de particulas devido a auto-inetragao

ocorre somente durante o periodo de expansao do espaco-tempo.

O processo de criacao de um par de particulas tem amplitude
in {1k, 1, S10),, = —12i>\/d2x\/—gF,;‘lF,j2/dk|Fk|2. (4.66)

Note que a integral [ dk|Fy|* ¢ divergente e necessita ser regularizada e renormalizada. A
divergéncia pode ser absorvida pela renormalizacdo da massa [78, 81], isto é, adicionando
um contratermo tipo 36m?¢? na Lagrangiana e escolhendo dm? = —12X(¢?) renormaliza a

amplitude da criagao de um par de particulas para zero.

Dessa forma, no futuro assintético, o estado do sistema torna-se [78, 87, 88|

1

Z / dkldeddek4in <1k17 1k‘27 1k‘37 1k4| S ’0>zn ‘1]617 1k27 1k37 1k4>in 3

(4.67)

= [+

onde 4! é o fator de simetria e para garantir que |1)) é normalized, devemos impor a condi¢ao

de que

1
IN|"2=1+ T /dkldkgdk3dk4 lin (Tkys Ty Lrgs 1y | S 1OV, |7 (4.68)

Aplicando o operador “comprimido” de dois modos:

S =exp (Z Tag0_q — r*aéa%) ,

q

em ambos os lados da equagao (4.67) e usando a relagao
S|l 1y )in = Saf*S'S...af " STS|0):,
= (Oé;:lal?ln + /leaiilkl) st (aznag: —l— /analilkn) ® Z C?L|nq’ n-f]>in> (469)
q n
podemos construir a matriz densidade

P = S|P)in (V]S (4.70)
para um particular modo ¢ = p.

Note que o estado p, _, ¢ um estado puro com uma correlgao entre os modos de p e —p.
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Podemos usar a entropia de von Neumann para quantificar o emaranhamento entre esses
modos. Neste propdsito, vamos primeiro calcular a matrix densidade reduzida p, tomando

o trago parcial sobre os modos com momento —p [89]

Pp = Z(m—p|ﬁp,—p|m—p>

m

= 3 12 (14 A(100? + 140 + 6)Rel(0})2(8;) B(D)] ) Iny) (. (4.71)

onde

2
)

CZ:\/l—’yq<&>, com 7q:‘%
q

e B(p) = B(ki,...,ks4) para k; — +p. Num espago-tempo bidimensional B(P) # 0, isso

(4.72)

significa que a auto-interagao destréi a invariancia conforme da teoria. Note também que o
primeiro termo da equagao (4.71) é justamente a contribuicao do campo livre, enquanto que

o secundo termo expressa a contribui¢ao da interagdo em O(\). Neste caso, B(p) é dado por

: i 2 —diwi
B(p) / dn C? () e~

T
_am(1+ )5 (4w N i€

: — (4™ 4.73
PoF 1o/ () (4.73)

onde
fldw) = / dn tanh(pn)e ¥,

[e.e]

Esta integral é calculada de maneira similar a (3.87) no capitulo 3. Novamente, o primeiro
termo nao contribui no resultado final da matrix densidade reduzida. Logo, encontramos a

seguinte expressao para B(p):

€ ™

40P sinh (2 )

B(p) (4.74)

De posse desses resultados, podemos quantificar emaranhamento entre os modos de
campo —p e p via entropia de von Neumann. Desde que, a matrix densidade reduzida
pp ¢ uma matrix diagonal com auto-valores

AY = |c2|? [1 4 M10n® + 14n + 6)Re((e2)*(8;)*B(p)]] , (4.75)

p

a entropia de von Neumann é dada por

[e.e]

Sov = Y AN log, AD. (4.76)

n=0
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Figura 12: Plot da entropia de von Neumann como fun¢ao do momento p (esquerda) com p =
m = € = 1 e como funcdo da massa m (direita) com p = p = € = 1, ambos para diferentes
valores da constante de acoplamento 0 < A < 1. Os picos mais altos correspondem a
acoplamentos mais fortes.

O comportamento espectral da entropia de emaranhamento S,y sugere que os efeitos
da auto-interagao sdo importantes para pequenos valores de p, como mostra a figura (12).
Isso significa que a auto-interagao amplifica os modos de baixa frequéncia do campo escalar
produzindo um aumento na correlacao quantica entre os pares de particulas criadas pela

expansao do espago-tempo.

Outra maneira de quantificar a correlacdo quantica entre os modos p e —p é examinar a

covariancia dos operadores niimeros. Esta é definida como

Cov(,flgut’ ’flout) — <7¢L0ut7¢L0ut> _ <7¢l0ut><,ﬂout>’ (477)

—-P p —-p p —-p

onde os operadores nimeros em cada modo é dado por

~out __ _outf out
Ny =ap Gy s
B 9 it int int o 2 in inf
= |apPaal + o ByaTa) + apBia al + |B,7a a”), (4.78)
~out __ _outf out
-p — =p “—p>
B 5 inf i nt | - 5 in i
= |op|“aZ)a, + agﬁpal_npa;m + apBraya, + |5yl a;“a;“T, (4.79)

Devido a correlacao e a simetria entre os dois modos, o nimero médio em cada modo ¢é o

mesmo. Por exemplo, a média dos operadores numéricos para o estado (4.67) é

(™) = (%) = 1Byl + O(A?). (4.80)
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Deste modo, a covariancia corresponde a

L 4

A 0u Aou )\ *
Cov™ (@, 1%%) = lay|*|8,1° + S Rel(5,)* B(p))
A€ T

A8puy? sinh (275

= |op[*[B]” + Re[(a;,8,)°] (4.81)

Para o estado que nao contém correlagao entre os modos, o valor da covariancia sera zero. O
primeiro termo em COV(’\)(ﬁI‘;Ut, fL‘f;t) refere-se ao emaranhamento entre os modos do campo
escalar livre. Enquanto que os outros dois termos representam o efeito da interacao. Este
resultado corrobora com a entropia de von Neumann (4.76), onde o aumento no emara-
nhamento entre os modos de momentos opostos é o efeito combinado da expansao césmica
através das transformacoes de Bogoliubov e da auto-interacao gerando um acoplamento nao
trivial entre os modos do campo escalar. Observe que o ultimo termo em (4.81) pode ser
interpretado como uma contribui¢ao térmica sobre o emaranhamento entre os modos p e
—p. Por uma andlise numérica desta expressao, resumida na figura 13, verificamos que na

presenca de uma auto-interacao ha um aumento na quantidade de emaranhamento gerado

entre os modos de momentos opostos de campo ¢ durante o periodo de expansao.

0,004 -
0,075
T
n =
= 0,050 i
g = 0,002
o >
© 3
0,025 -
0 A_Y_Y_f T T T T jﬁﬁ_l 0 T T
-2 0 2 -2 2

Figura 13: Plot de Cov(’\)(ﬁgut, n°%) como uma fungao do momento p para diferentes valores
do parametro de expansao p = 1..10 (figura da esquerda) com A = 0, m = 1 and € = 1 e para
diferentes valores da constante de acloplamento 0 < A < 1 (figura da direita), com m =1 e

p=¢€c=1.

Similarmente a entropia de von Neumann (4.76), o comportamento espectral da co-

~out

nout, nfp) mostra um crescimento rapido para pequenos valores de p. Isto

variancia Cov® (ng
significa que existem estados para os quais pequenos valores de momentum p produzem
um aumento relativo na correlagao quantica pelo efeito de amplificagdo da interagao. O
ponto principal da discussao é que essa amplificacao favorece a codificacao de informacoes

sobre o espago-tempo subjacente no emaranhamento entre os modos do campo. Assim, é ne-
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cessaria uma exploracao mais aprofundada das propriedades do emaranhamento para campos

quanticos interagindo no espago-tempo curvo, em especial o espago-tempo em expansao.

4.4 Emaranhamento entre dois campos escalares

Nesta secao vamos estudar os efeitos da expansao do espago-tempo sobre a interacao
entre os modos de um campo escalar sem massa ¢ e de um campo escalar massivo 1. Estes
campos esclares interagem mutuamente e formam um sistema quantico bipartido. Nosso
principal objetivo consite em obter algum “insight” como termalizacao gerado pela expansao

do espaco-tempo é afetada por uma interacao mitua entre dois campos.

Considere dois campos escalares ¢ e ¥ no espaco-tempo Robertson-Walker bidimensional

com métrica (4.49). A acdo que descreve o sistema é dada por

So =3 [ d0V=510,600 + B,00"0 + mtu? + sy,

onde A4y € a constante de acoplamento normalizada, tal que [Ayy| < 1. De maneira similar ao
modelo \¢?* na secao anterior, as dinamicas dos campos ¢ e 1) na representacao de interacao

sao governadas pelas equagoes de Klein-Gordon no espago-tempo curvo

e o vetor estado do sistema |¥) satisfaz a equagdo de Schrodinger (4.52), sé que nesse caso

o Hamiltoniano de interagdo Hy é dado por [90]
Hr = Ao [ day/=go(n,2)0(n.2). (4.8)

A quantizacao canodnica dos campos ¢ e ¥ sao indénticas para o caso livre. Dessa forma,

temos que
o) = [ di(aan +al5), (4.85)
i) = [ dboue + b (4.86)
com
oute) = o) (487
Do) = (), (4.89)

V2r
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onde os operadores a, al, by, e bl satisfazem a relagoes de comutagio [ax, al,] = [bg, bl,] =
Ok, € Ui € Uy, sao solucoes das equagoes
ui(n) + Kur(n) = 0, (4.89)
vi(n) + (k* + a*(mm?)ve(n) = 0

Neste cenario em que o espago-tempo possui regioes assintoticas estacionarias, as solucoes

da equagao (4.89) nas regides assintéticas sao equivalentes, ou seja,

ul = ud" = . (4.91)

Observe que no caso particular do espago-tempo com duas dimensoes a teoria do campo
escalar sem massa é conformalmente invariante. Portanto, as solugoes da equagao (4.90) nas

regioes assintoticas sao

. e—iw}g“n
v = —  regiao-in, 4.92
e—iwi“tn
v = ——— regidao-out. (4.93)

Estas solucoes assintéticas estao relacionadas via uma transformagao de Bogoliubov

v (n) = awv™ (n) + Brop™ (), (4.94)

onde os coeficientes de Bogoliubov oy e f; sdo dados em (4.62) e satisfazem a condigao de

normalizacao |ax|? — |Bk]? = 1.

Agora, vamos supor que o sistema composto ¢ e @ no passado distante, estd no estado
estado de vacuo inicial \Of();f%n. Este estado de vacuo é aniquilidado pelos operadores a; e
b,, onde denotamos o vacuo para o campo ¢ por |Of>in e para 0 campo ) por |0;f’>in. Assim,
a criacao de particulas devido a interagao mutua pode ser calculada aplicando o esquema da

matrix-S na representacao de interacao. Para a ordem A4y, a matrix-S é

S=1 —i/ Hidn=1-— i/\w/d%\/—ggbz/). (4.95)

Note que para a primeira ordem em teoria de perturbagao a interacao mutua pode produzi

particulas em pares (14), onde a amplitude de probabilidade é dada por

mu&wwmmmframw/d%wgﬁ@,

— Aok + p)A(k, p), (4.96)
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com
—l > * ink
Alkp) = = [ dn " el (o) (1.97)
p
-1a%h
k

Figura 14: Representacao diagramaética da criagao de um par de particulas do vacuo pela
interacao mutua, onde p representa as particulas massivas do campo ¢ e k representa as
particulas sem massa do campo .

Inserindo as fungoes assintéticas (4.91) e (4.92) em A(k,p), obtemos

A(k, d g~ ibten),
(kp) = Hp / na®(
B (1+e)6(k+wp) € 1 T (4.98)

Vkw, \ /kappk—i—wp sinh(Z (k+wp))

onde a integral em 7 tem sido calculada de maneira similar a (4.73). Novamente, o primeiro

termo proporcional a funcao delta nao contribui. Assim, temos

€ 1 T

Alk,p) = \/Mp k + wy sinh(3- (k +wy))’ (4.99)
Assim, o estado inicial do sistema total em ordem A4y ¢ dado por
) = OGS 07+ 57 [ (155 1711003 Oy 1. 1250+ .,
onde 2! é o fator de simetria e N é a constante de normalizagao
N72=1+ l dkdplin(13; 1215|053 0p)in|*- (4.100)

Percebe-se que (4.100) é um genuino estado emaranhado descrito pelo espago de Hilbert
H = Hy ® Hy. Isso significa que a interacao mutua gera um sistema quantico bipartido

formado pelos campos ¢ e .

Considere que o estado de vacuo |Og>in no passado assintético corresponde a um estado

comprimido de dois modos do ponto de vista de um observador inercial no futuro assintotico

09):, = /1 —%Zmn (4.101)
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2
. Desde que estamos trabalhando com um tnico modo, vamos fixar o indice

onde v, =

de frequéncia k. Similarmente, o estado e uma particula ll;f)in evolui como
100 = (1= %) Y vav/n+1n+15,n2,). (4.102)
n=0

No entanto, note que pelo fato do campo ¢ nao possui massa m = 0 a invariancia conforme
¢ preservada e como consequéncia temos que os estados de vacuos das regioes assintéticas

sdo equivalentes, isto é, |00y, = 07).

Usando as equagoes (4.101) e (4.102), podemos reescrver a equacao (4.100) em termos

dos modos da regiao-out para o campo
N \/1— "|07; Y, nY )+ Aoy [ dpA(p, —p)(1 — y)yiVn + 1150+ 19, 0% ) + ..
’yp’Yp folt) pAD, =P Tp ’Yp ko prt—p )

Este estado nos permite construir a matriz de densidade de todo o estado tripartido p pk op =
|W) (|, onde inclui os modos de ambos os campos. Uma vez que um observador inercial na
regiao-out nao tem acesso aos modos —p, o estado p pk p.—p Serd projetado em um estado misto,

tomando o traco sobre todos os estados com modos —p

pr =T lppt )= (1= ) > W, (4.103)
onde
poY = [075ny) (07 ny|
+ A A(R)V/T = yeVn + 11550 + 1) (07 ny|
+ A A (k) /T = 3/ + 1)0%; n ) (155 n + 1|

A2 AR (L — ) (n + 1)|17n + 1) (175 + 17|
¥ (4.104)

Agora, vamos calcular o emaranhamento entre os modos dos campos ¢ e 1 usando a me-
dida de negatividade logaritmica definida em (2.26) no capitulo 2, onde a matriz transposta

parcial é obtida fazendo a permutacio [n{;nt)(me:mb| — [me;nt)(ng;ml|

Pt = (1= ) Z T (4.105)
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com

T = s

Pn >< k’nk’

+ A A(k) /T = 1V/n 1005 n + 17)(17: ny |

+ A A" (k) /T = 3/ + 1155 n ) (0g; n + 17|

Mol AR (L= ) (n+ D15+ 11550 + 17

T (4.106)

Note que essa matrix tem dimensao infinita, no entanto ele também tem uma estrutura
diagonal que permite uma diagonalizagao bloco por bloco. Em particular, considere a matrix

densidade no setor (n,n + 1), onde cada bloco tem a forma

1 0 0 0

P 0 AZLAR)P(R)n(l —v)ve "t AspAlk)VT —7ev/n+1 0

! 0 AgpA"(k)VI—mvn+1 Vi 0
0 0 0 AoulAR)P(1 =) (n +1)

onde temos usado a base {|07;nY), [02;n+1%), [17;n)), |12 n+1%)}. Note que os autovalores
correspondentes a primeira e ultima entradas diagonais da matriz sao sempre positivos. Dessa

forma, vamos simplesmente diagonalizar a matriz
SoUT _ Aéw’A(k”Q(l;%)n Ay A(k)VT —vpvn + 1
App A" (k)T —yev/n +1 Vi

Os autovalores da matriz sao

(1 —y)vp [A3p A2 (R)n(L — %)
vy = 5 { - + \/Z_n] : (4.107)

CcOom

B )\iwAQ(k)n(l—vk) 2 s 1o B
Zn—( o ) + AN, AT (R) (1 — ).

Observe que os autovalores dependem dos valores de A4y, € € p. Em particular, Para
Mgy, € € p finitos, um dos autovalores ¢ sempre negativo. Somente no limite €,p — 0o o

autovalor negativo serd zero (v — 0). Segue-se que a negatividade logaritmica é dada por

Ey =1logy[1 + A, A% + 9+ > (1= )i v/ Za). (4.108)

n=0

Por uma andlise numérica desta expressdo, resumida na figura (15), nossa primeira ob-
servacao é que o emaranhamento gerado pela interacao mutua entre os campos ¢ e ¥ tende

a degradar durante o periodo de expansao do espago-tempo. Podemos observar também que
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para um Ay fixo, o grau de emaranhamento aumenta até alcancar um valor méximo para
P = Pmaz © decresce para p > ppa- Além disso, é importante notar que o valor méaximo da
negatividade logaritmica é amplificado quando a constante de acoplamento aumenta. Isso
deve-se ao fato de que a interacao mutua destrdi a simetria conforme da teoria, e consequen-

temente amplifica a geracao de particulas pela expansao do espaco-tempo.

0.015

0.010

Ey(p.2)

0.005+

Figura 15: A negatividade logaritmica como funcao de p para diferentes constantes de aco-
plamentos 0.0005 < Mgy < 0.001 com k& = m = 1 e e = 40, onde os picos espectrais mais
elevados correspondem a acoplamentos fortes.

Observe que os efeitos da degradagao, contrariando a produgao de emaranhamento pela
interacao, ¢ dominante no regime de expansao rapida, de modo que uma diminuicao do grau
de emaranhamento entre os campos é esperada no futuro distante. Entretanto, no limite de

expansaos suave wi < 1 o emaranhamento entre os campos quanticos gerado no inicio do

k
universo pode sobreviver o periodo de expansao do espago-tempo devido a coeréncia induzida
pela interagao. Isso sugere que durante o periodo de expansao coésmica, a contribuicao da
interacao ¢ muito importante para a sobrevivéncia das correlagoes quanticas e que extensoes
mais realistas das idéias exploradas aqui podem levar a efeitos observaveis interessantes.
Desde que, recentes pesquisas tem mostrado que um estado inicialmente emaranhado entre
dois campos escalares livres no espago-tempo de Sitter, universo inflacionério, pode afetar

observaveis cosmoldgicos, como o espectro de flutuacao e outras fungoes de correlagao do

inflaton [91, 92].
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Capitulo

Consideracoes Finais

A principal proposta da informacao quantica relativistica é desenvolver um teoria da
informacao quantica que seja compativel com estrutura relativistica do espaco-tempo. Re-
centemente, tem havido um série de estudos nessa area por Ivette Fuentes e colaboradores
[35, 36, 93] mostrando que a gravidade e movimentos nao-inerciais podem servir para me-
lhorar protocolos de informagao quantica. Essa tese de doutorado visa dar uma contribuicao

para tal desenvolvimento.

Neste trabalho estudamos a quantizacao dos campos escalares e fermionicos num espacgo-
tempo em expansao (espago-tempo Robertson-Walker) com duas regioes estaciondrias, uma
no passado distante e outra no futuro assintotico. Exploramos uma aproximacao perturbativa
para calcular os coeficientes de Bogoliubov, com o objetivo de quantificar os efeitos do
acoplamento nao-minimo sobre a criacao de particulas. Encontramos que o acoplamento
nao-minimo do campo escalar com a gravidade pode simular a geracao de particulas pelo
campo fermionico no espaco-tempo em expansao. Neste caso, existe um modo privilegiado
que é mais sensivel aos parametros de expansao. Isso sugere que fixando o parametro € a
informacao sobre p estd codificada na curva espectral do niimero médio de particulas. Assim,
conclui-se que existe uma diferenca substancial entre a fisica dos dois tipos de acoplamento,
em outras palavras, o acoplamento nao-minimo guarda mais informagao sobre a estrutura

do espacgo-tempo em expansao quando comparado com o acoplamento minimo.

Examinamos um protocolo de teletransporte quantico num espaco-tempo em expansao,
onde dois observadores coméveis, Alice e Bob, compartilham um estado maximalmente ema-
ranhado no passado distante e no futuro assintético desejam teletransportar um qubit. En-
contramos que a medida de fidelidade sofre uma reducao devido a expansao do espago-tempo.
Do ponto de vista operacional, isso significa que o emaranhado do estado compartilhado,

canal quantico, degrada durante o periodo de expansao do espago-tempo. Além disso, en-
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contamos também que quando p é grande a fidelidade para o caso fermionico satura para um
valor fixo. Esse resultado reflete o fato que o principio de exclusao de Pauli limita o setor
de excitagao para campos fermionicos. Ja para o caso bosonico na condicao de acoplamento
minimo (£ = 0) a fidelidade assume valores proximos de zero. Esses resultados sugerem que
o emaranhamento entre modos fermionicos sao menos afetados pela expansao césmica e Bob

pode completar o protocolo com menor probabilidade de erro que no caso bosonico.

Ao analisar o campo bosonico acoplado conformemente, vimos que a reducao da fide-
lidade é bem menor que o caso de acoplamento minimo e qualitativamente semelhante ao
caso fermionico. Isso sugere que o acoplamento nao-minimo do campo com a gravidade
significativamente contribui para minimizar os efeitos da expansao do espago-tempo sobre o

protocolo do teletransporte quantico entre dois observadores inerciais.

Investigamos também como uma auto-interacao afeta a quantidade de informagoes codi-
ficadas no emaranhamento gerado entre os modos de um campo escalar depois do periodo de
expansao. Para quantificar tal efeito calculamos a entropia de von Neumann e a covariancia
dos operadores niimeros em primeira ordem na constante de acoplamento. Verificamos que
na presenca de uma auto-interacao ha um aumento na quantidade de emaranhamento gerado
entre os modos de momentos opostos de um campo escalar. Este aumento no emaranhamento
é resultado do efeito combinado da expansao do espago-tempo, através das transformacoes
de Bogoliubov, e da auto-interacao gerando um acoplamento nao trivial entre os modos do
campo escalar. O ponto principal dessa discussao é que essa amplificacao favorece a codi-
ficagdo da informagao sobre a expansao do espago-tempo no emaranhamento gerado depois

da expansao.

Além disso, estudamos os efeitos da expansao do espaco-tempo sobre interacao entre
os modos de um campo escalar sem massa ¢ e de um campo escalar massivo 1. Este
campos esclares interagem mutuamente e formam um sistema quantico bipartido. Neste
caso, observamos que os efeitos da degradacao, contrariando a producao de emaranhamento
pela interagao, ¢ dominante no regime de expansao rapida, de modo que uma diminui¢ao do
emaranhamento é esperada acontecer no futuro distante. Entretanto, no limite de expansao
suave w% < 1 o emaranhamento entre os campos quanticos gerado no inicio do universo pode
sobrevive depois do periodo de expansao.

Nossos resultados mostram que durante o periodo de expansao cosmica, a contribuicao
da interacao é muito importante para a sobrevivencia das correlagoes quanticas e que ex-
tensoes mais realistas das idéias exploradas aqui podem levar a efeitos observaveis interes-
santes. Desde que, recentemente tem sido mostrado que um estado inicialmente emaranhado

entre dois campos escalares livres no espaco-tempo de Sitter podem afetar observaveis cos-
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molégicos, por exemplo, as fungdes de correla¢ao do inflaton [91, 92]. Isso é muito interes-
sante, ja é sabido que o emaranhamento e a coeréncia quantica sao extremamente frageis a

dinamica do espaco-tempo.

Outro aspecto importante deste problema que merece uma exploracao mais aprofundada
estd relacionado com a natureza da interacao. Uma via possivel para pesquisas futuras
nesta linha é estudar o efeito de outros tipos de interacoes, por exemplo, interagao fraca
responséavel pela decaimento radioativo, interacio de Yukawa (g¢iv)), espalhamento pion-

proton (g¢*y)), interacao eletromagnética e outros processos interagentes.
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Apéndice A

Apendice A

Nesse apéndice serd apresentada uma lista de publicacoes associadas e nao associadas a

esta dissertacao.

A.1 Trabalhos publicados associados a tese

e Helder Alexander, Gustavo de Souza, Paul Mansfield and Marcos Sampaio, Alice and

Bob in an expanding spacetime, EPL 111 (2015) 60001.

e Helder Alexander, Gustavo de Souza, Paul Mansfield, I. G. da Paz and Marcos Sam-
paio, Entanglement of self-interacting scalar fields in an expanding spacetime, EPL
115 (2016) 10006.

e Helder Alexander, I. G. da Paz and Marcos Sampaio, Entanglement between two scalar

fields in an expanding spacetime, Mod. Phys. Lett. A 32 (2017) 1750104.

A.2 Trabalhos publicados nao associados a tese

e Irismar da Paz, Carlos Vieira, Robert Ducharme, Luis Cabral, Helder Alexander and

Marcos Sampaio, Gouy phase in non-classical paths in triple-slit interference experi-

ment, Phys. Rev. A 93 (2016) 033621.

e Ogziel de Araujo, Helder Alexander, Marcos Sampaio and Irismar da Paz, Nonlocal
single particle correlations and EPR state in the double-slit experiment. Submetido
(2017). arXiv:1702.06617.
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e Ricardo Faleiro, Rafael Pavao, Helder Alexander, Brigitte Hiller, Alex Blin and Marcos
Sampaio, Momentum correlations of scattered particles in quantum field theory: one-

loop entanglement generation. Submetido (2016). arXiv:1607.01715.
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