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RESUMO

Em 1984, Berry descobriu a chamada fase geométrica que surge da estrutura
geomeétrica do espaco de parametros do estado quéntico e passou a ser uma importante grandeza
da Mecanica Quantica. A fase geométrica carrega consigo as propriedades geométricas e
topoldgicas do espaco de parametros. Dentre as diversas formas da fase geométrica que se
manifestam esta a fase topoldgica fracionaria (FTF) que surge da decomposicdo polar do
operador evolugéo do estado quéntico e que carrega a dimenséo do espaco de Hilbert onde o
estado reside. Neste trabalho nds demonstraremos teoricamente que a FTF € robusta ao ruido
de fase ao inserirmos ruido de fase na proposta experimental “Fractional topological phase on
spatially encoded photonic qudits” de Khoury e colaboradores (Phys Rev. A, 87: 042 113,
2013), e tratando o problema via formalismo de Mapas de Kraus. Este fato faz da fase
topoldgica fracionaria um candidato realmente confiavel a implementacdo de algoritmos

guanticos em meios que possuem somente ruido de fase.



ABSTRACT

In 1984, Berry discovered the geometric phase arising from the geometric structure
of the quantum state parameter space and has become an important quantity in Quantum
Mechanics. The geometric phase carries the geometric and topological properties of the
parameter space. Among the various forms of geometric phase manifested is the fractional
topological phase (FTF) arising from the polar decomposition of the evolution operator of the
quantum state and that carries the dimension of the Hilbert space where the state lives. In this
work we demonstrate theoretically that the FTF is robust to phase’s noise (dephasing) when
inserting phase's noise on the experimental proposal "Fractional topological phase on spatially
encoded photonic qudits” of Khoury et all (Phys Rev. A, 87: 042 113, 2013) and treating the
problem via Kraus’maps. This fact makes the fractional topological phase a really reliable
candidate for the implementation of quantum algorithms on environments having only phase

noise.
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| - INTRODUCAO

Em 1984, Berry descobriu que um sistema quantico adquire duas fases distintas ao
efetuarmos um movimento adiabatico de trajetoria fechada no espago dos pardmetros deste
sistema [1, 2, 3]. Uma fase que surge da evolucdo unitaria do sistema quantico, chamada de
fase dinamica, ja era conhecida anteriormente. A outra, chamada de fase geométrica, surge da
estrutura geomeétrica do espaco de parametros do estado quantico e passou a ser uma importante
grandeza da Mecanica Quantica, sendo aplicada no estudo de diversas areas da Fisica, como
por exemplo, em Fundamentos da Mecanica Quantica, Fisica do Estado Solido, Teoria de
Campo, Optica Quantica e outras areas [4, 5, 6, 7]. A partir da descoberta de Berry, a fase
geométrica, conhecida por fase de Berry no contexto da Mecéanica Quéantica, tornou-se objeto
de estudo de fisico-matematicos que produziram resultados bastante abstratos e sofisticados [8—
11]. Dentre esses resultados, estamos interessados na Fase Topoldgica Fracionaria (FTF) que
surge da decomposicdo polar do operador evolucdo do estado quantico de duas partes e carrega
a dimensdo do espaco de Hilbert onde o estado reside [12, 11]. Nesta dissertacdo nds
demonstraremos teoricamente que a FTF é robusta ao ruido de fase ao inserirmos ruido de fase
via Mapa de Kraus na proposta experimental de Khoury e colaboradores [12]. Este fato se torna
mais relevante por fazer da fase topoldgica fracionaria um candidato realmente confiavel a
implementacao de algoritmos quanticos [12, 13, 14, 15, 16]. Esta robusteza da fase geométrica
na presenca de ruido ja foi prevista na referéncia [17].

No Capitulo 1 temos, como objetivo, exibir a natureza geométrica da fase de Berry
juntamente com o0s conceitos basicos envolvidos de geometria. Utilizando os conceitos
elementares de Geometria Diferencial, mostraremos como surge o qualificativo geométrico-
topoldgico da fase geométrica e vincularemos esta com a fase de Berry. Acreditamos que, a
partir destes fundamentos, seja mais facil o entendimento e aceitacdo da abstracdo envolvendo
as fases geométricas quénticas, como, por exemplo, a FTF, objeto central dessa dissertacéo.
Ainda nesta revisdo, apresentaremos a FTF seguindo principalmente a referéncia [12].
Sugerimos os Apéndices A, B e as referéncias bibliograficas [2, 5, 6, 18, 19] para maiores
detalhes deste capitulo.

No Capitulo 2 apresentaremos a proposta experimental de Khoury e colaboradores
[12], onde eles propdem como medir a FTF a partir de estado puro de qudits, tendo como
resultados mais eficientes quando os qudits iniciais estdo maximamente emaranhados, embora

a FTF tambem se manifeste nos estados produtos com amplitude muito reduzida do sinal de



contagem de coincidéncias, como exibiremos nitidamente nos graficos da implementacéo
computacional do caso particular de quitrits.

Finalmente, no Capitulo 3, demonstraremos que a fase topoldgica fracionaria
sobrevive ao ruido de fase. Nesta descri¢do, veremos que o estado inicialmente puro proposto

em [12] se torna um estado misto devido a presenca de ruido de fase.



Il - DESENVOLVIMENTO

1 FUNDAMENTOS SOBRE FASE GEOMETICA

Fase Geométrica € o nome que se da a fase que surge numa evolucédo (de um vetor
tangente a superficie, por exemplo) sobre uma trajetoria contida numa superficie em um espaco
vetorial. Embora receba o nome de fase geométrica, esta fase surge das Propriedades
Geométricas e Topologicas da Superficie e do espacgo vetorial em que ela reside. Ou seja, a fase
geométrica revela informagdes geométrico-topoldgicas intrinsecas a estrutura subjacente da
superficie e 0 seu uso em diversos contextos pode atingir elevado grau de abstracao que dificulta
0 entendimento pleno da discussédo. Na Mecanica Quantica, por exemplo, a fase mais conhecida
é a chamada Fase de Berry. Temos, como objetivo, apresentar a Fase Topoldgica Fracionaria
(FTF), mas é conveniente comecarmos a discussdo na Geometria Diferencial Classica para
somente entdo apresentarmos os resultados abstratos da Mecanica Quéntica. Este capitulo esta
dividido em quatro sec¢es, sendo a primeira destinada a introducdo da fase geométrica na
Geometria Diferencial. Na segunda e terceira seccdo deduzimos a fase de Berry nos processos
adiabaticos e ndo-adiabaticos, respectivamente. Por fim, na quarta seccdo, apresentamos a

FTF. As principais referéncias deste capitulo sdo [1-5, 12, 13, 18, 20, 21], principalmente [5].

1.1 TRANSPORTE PARALELO EM GEOMETRIA

A fase geométrica classica surge quando um vetor percorre uma trajetéria sobre
uma superficie. Sua manifestacdo torna mais clara no estudo do transporte paralelo sobre uma
superficie curva. Entdo este é 0 nosso ponto de partida neste topico.

SejaC(1 - 2 - 3 - 1) uma curva suave e fechada sobre um plano, uma casca
esférica e um cone, como exibido na Figura 1.1 abaixo. Seja ainda um vetor que percorre esta
curva mantendo-se constante em relacdo a normal da curva (transporte paralelo), ou seja,
mantendo constante o angulo em relacdo ao vetor normal & superficie e também néo girando
em torno deste. Ao concluirmos o transporte paralelo sobre a trajetoria fechada nas superficies
observamos na Figura 1.1 que: no caso (a), o vetor final € Holdbnomo ao vetor inicial
(permanecem paralelos entre si € por isso podem receber o “mesmo nome”), enquanto que nos
casos (b) e (c) tais vetores sdo Nao-Holdnomos, ou seja, os vetores inicial e final se diferem de

um angulo 8(C). O angulo 6(C) e chamado de fase geométrica e sua existéncia aponta



propriedades da superficie, tais como curvatura diferente de zero e furos [Apéndice A e B].

Facamos algumas formalizacdes a seguir.

(@)
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Figura 1.1: Esboco de transporte paralelo em um plano (a), uma esfera (b) e em
um cone (c) [5].

Seja C ={r(t) /t =0 - T} uma curva fechada caracterizada pelo Triedro de
Frenet {n(t), e!(t), e?(t)} tal que n(t) é o vetor normal a superficie, e!(t), o vetor unitario e
e?(t) = n(t) x e*(t) o vetor binormal, como exemplifica a Figura A4 do Apéndice A. A
rotacdo do plano tangente (ou plano retificante em geometria tridimensional) caracterizado na
base {e!(t), e?(t)} obedece

er(t) = w(t) xe™(t)  (r=1,2), (1.1)

onde o ponto significa derivada temporal, w o vetor velocidade angular e é"(t) // n(t),
como previstos pelas Férmula de Frenet, Eq. (A2.19). Para que a condi¢do do transporte
paralelo dos vetores e” (t) seja satisfeita — 0 Plano Tangente deve permanecer perpendicular ao
vetor normal (e” -n = 0) e também ndo pode haver rotacdo em torno deste (w-n =0) — a

velocidade angular tem que ser:
W=nXn. (1.2)
Por fim, a lei do transporte paralelo se resume a:
e =(mxn)xe" =—(e"-n)n (1.3)

Note que o transporte paralelo é totalmente caracterizado pelo vetor normal. Tal fato ficara mais
evidente quando exibirmos o vinculo entre a Fase Geometrica do transporte paralelo com o
Angulo Sélido descrito pelo vetor normal.

Para facilitar o vinculo da lei do transporte paralelo com a Mecéanica

Quaéntica, considere o vetor complexo:



el(t)+ie?(t)

p)=—p5— (¢-o=1) (L4)

sob o qual a lei do transporte paralelo passa a ser ¢* - @ = 0. Definindo um referencial

ortogonal {n(r), t*(r), t2(r)} fixo no ponto r sobre a superficie e o vetor complexo

= (W -u=1) (1.5)

ao efetuarmos o transporte paralelo sobre uma trajetoria fechada, a relacdo entre os dois vetores

complexos anteriores sera dado por

@) = exp[—i0(D)] u(r(®)) , (1.6)

onde o angulo de giro 6(t) é exatamente o quanto {t!,t?} deve girar para coincidir com

{el, e?} apds o transporte paralelo. Aplicando a lei do transporte paralelo
o ¢ =—ibu-u+uu=—-i0+u-u=0, (1.7)
concluimos que a fase geométrica num espaco complexo € determinada por

1.8
H(C)zlmjg u*-duz—f t, -dt, . (18)
c c

Se escolhermos um sistema de coordenadas (X1, X2) e definirmos o campo vetorial A(r)
(geralmente chamado de conexdo) na superficie como

ox, |

A(X)=Im [u]’-‘(X)

onde usamos a Convencéo da Soma de Einstein * sobre indices repetidos, obtemos

(1.10)
8(C) = }Q AX) - dX,
Cc
gue constitui a expressdo do angulo ndo-holonémico 6(C) para curva bidimensional. A
conexdo A(X) depende da escolha de t; (X). Se fizermos uma nova escolha t; (X) que difere de
t;(X) por uma rotacdo u(X), podemos efetuar uma transformacéo de calibre (transformacéo de

gauge)

! Sempre que possivel, em todas as equacdes usaremos a chamada Convencéo da Soma de Einstein que
considera o indice repetido em somente um dos lados da igualdade como uma soma sob este indice, também
chamado de indice mudo por nao alterar as propriedades da equacgao se trocarmo-lo por outro de mesma
natureza.



u(X) - w'(X) = exp(—in(X)) u(X), (1.11)
tal que o novo conector seja

2400 ou(x) (112

oX;

Ay (X) =1Im [ "X l A;(X) —

que, satisfazendo a relacéo

1.13
39 Vu<r)-dr=3ﬂ du() =0, -
C C

verificamos que () € um invariante sob transformacao de calibre.

Uma forma invariante sob transformacéao de calibre, e mais intuitiva de expressar o
angulo ndo-holonémico, pode ser obtida transformando a Integral de Caminho em Integral de
Superficie por meio da aplicacdo do Teorema de Stokes. Entretanto, é necessario dividir a
integral em duas partes quando a superficie apresenta furos, pois o Teorema de Stokes considera

toda a area interna a trajetoria fechada, isto e,

(1.14)
8(C) = 5& ACO -dX + ) N(O)B(C) - 6(C)= 7@ ACX) - dX
C=0S c

i i
onde Ni é o nimero de voltas em tono do respectivo furo definido pelo circulo C; (para Ni > 0
sentido anti-horério e N; < 0 sentido horario). Muitas vezes, as superficies sdo classificadas
topologicamente como simplesmente conexas (ndo possui furo) ou ndo simplesmente conexas
(possui buracos) e a equivaléncia topoldgica entre as superficies se d& pelo nimero de furos e
a dimensdo da superficie. Exemplificaremos este aspecto com a Figura 1.2 abaixo. Seja X uma
Superficie com dois furos limitados pelos contornos C: e C, (areas sombreadas). Aplicando o

teorema de Stokes em C que delimita S contido em X, temos

1.15
9(C)=H B(X)XmdXz—i-ZNi(C)H(Cl-) (L15)
S ;
04, 041\ Jdu* Jdu
B(X)z(a_xl_a_xz) m[ax1 9X, 0X, 09X,



Figura 1.2: X é um exemplo de superficie ndo simplesmente conectado com 2

furos (areas sombreadas), limitados pelos contornos C1 e C2 [5].

Figura 1.3: A figura da esquerda ilustra o angulo n&o-holondmico associado ao
transporte paralelo numa trajetdria fechada. A figura da direita ilustra o angulo

solido de uma trajetoria fechada sobre a superficie da esfera [22].

A Eq. (1.15) constitui a expressdo do angulo ndo-holonémico 6(C) para curva
tridimensional. Lembrando que o campo B(X) normal a superficie € um invariante, o seu

significado geométrico decorre da sua relagcdo com a curvatura de Gauss K no ponto X, isto e,

ds (1.16)

B(X)dX,dX, = KdS = p-mm e

em que R1(X) e Ro(X) séo os raios principais de curvatura no ponto X [Apéndice B]. No caso da
esfera, esta relacdo pode ser facilmente verificada pelo calculo explicito, substituindo (X;, X;)
pelos angulos esféricos habituais (6, ¢). Uma vez que a curvatura gaussiana K esta relacionada

ao angulo sdélido Q (Figura 1.3) descrito pelo vetor normal, podemos escrever



5 - d?Q (1.17)
© dX,dX,

e, finalmente, das Eq.(1.15-17) obtemos o vinculo da fase geométrica com o angulo sélido

descrito pelo vetor normal em um transporte paralelo

0(C)~ ) M(O)B(C) = ffs %dxldxz _ ﬂs P20 = Q(S), (L18)

ou ainda, conforme Eq. (1.14)

(1.19)

Ci

0(C) = () + Y N(OBEC) = B(Ci)Ejg ACX) - dX .

Note que a fase acima nos diz que o angulo sélido da o carater geométrico da superficie
circundada por C enquanto o carater topolégico é dado pelo somatério que contabiliza os furos
e pelo nimero de coordenadas da superficie.

A associacao do angulo ndo-holonémico do transporte paralelo com o angulo sélido
é mais geral que possa parecer a primeira vista, ou seja, ndo se restringe ao caso da esfera S2.
Se lembrarmos de que a lei do transporte paralelo sobre a trajetéria C em X é totalmente

caracterizada pelo vetor normal a superficie
') =mnxn)xe" =—(e"-n)n, (1.20)

e que, localmente, toda superficie regular  pode ser associada a uma esfera S? unitaria por meio
de uma parametrizagdo chamada aplicagdo normal de Gauss, entdo podemos fazer uso do
transporte paralelo sobre a esfera em vez de estudamos o transporte paralelo diretamente em X.
Esse resultado € interessante porque conhecemos bem as propriedades da casca esférica, como,
por exemplo, o vinculo da fase geométrica (angulo ndo-holonémico) com o angulo solido
guando a trajetéria fechada é constituida por somente grandes circulos, meridianos e paralela
equatorial.

Como exemplos destes resultados, vamos analisar o plano, a esfera e o cone da
Figura 1.1. O plano, por exemplo, apresenta angulo ndo-holonémico zero, pois tanto a parte
geométrica (angulo solido) quanto a parte topoldgica (furos) sdo zeros. Na esfera, a curvatura
de Gauss € diferente de zero (K # 0), entdo o angulo ndo-holonémico é descrito pelo angulo

solido, naturalmente. J& para o cone K = 0 em toda parte da superficie, de modo que o angulo



ndo-holondmico é de fato uma propriedade topoldgica do circuito C, sendo dada pelo niUmero

de voltas na trajetoria C em torno do cone multiplicado pelo angulo sélido de cone [5, 6].

1.2 TRANSPORTE PARALELO EM MECANICA QUANTICA:
FASE DE BERRY NO PROCESSO ADIABATICO

O Teorema Adiabético Quéantico afirma que se o sistema quantico é inicialmente
autoestado ndo-degenerado do Hamiltoniano, em uma evolucdo adiabatica (evolucdo muito
lenta comparada ao tempo natural de vibracdo do sistema) este sistema permanece sendo
autoestado do Hamiltoniano em toda a evolucgédo temporal [3, 20]. No entanto, o estado adquire

uma fase composta de duas partes:

(i) Fase Dinamica: tem origem no fato de um estado estacionario sofrer evolucao temporal
unitaria;

(ii) Fase Geométrica: esta relacionada com as propriedades Geométrica e Topoldgica do
Espaco de Parametro do Hamiltoniano.

Na Mecéanica Quantica, a fase geométrica também recebe no nome de Fase de Berry, em
homenagem a M. Berry que a descobriu neste contexto. Vejamos, a seguir, algumas das
argumentagdes de Berry [2].

Considere um sistema quantico cuja evolucdo temporal seja descrita por um
Hamiltoniano dependente de um conjunto de parametros externos (R, Rz, ...), que controlamos
como um vetor R que traga uma curva sobre uma superficie em algum espaco de parametros
abstrato semelhante & curva a(s) apresentado nos apéndices. Para cada valor R dos parametros
externos, 0 Hamiltoniano H(R) tem autovalores E,,(R) e autovetores |[n(R)) que, a menos de

uma fase arbitraria, satisfaz a equacdo de Schrédinger independente do tempo, ou seja,
H(R)|n(R)) = E,(R)In(R)). (1.21)

Para descrevermos uma trajetéria fechada € = {R(t),t = 0 - T | R(0) = R(T)} no espago de
pardmetros de tal modo que a evolucdo de [n(R)) (ndo-degenerado) ndo sofra transigdo e
permaneca ndo-degenerado, € necessario que a evolugdo temporal satisfaca a condicédo

adiabatica 2

2 Veja uma discussdo desta condicdo nas referéncias [3, 20, 21].
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i |(m|H|n)| < |Ep — Ey,l? (Vm # n). (1.22)

Sob essa condicéo, Berry fez a seguinte pergunta:

Qual seréa a fase do estado a ap0s evolugao adiabatica sobre a

trajetoria fechada C do espaco de parametros?

Tal pergunta parece sem importancia quando lembramos que o valor esperado de um observéavel
A ((A) = (Y|Alyp)) ndo depende de uma fase global de |y), entretanto, Berry mostrou que essa
fase € uma grandeza de grande importancia na fisica [6, 7].

A evolucdo temporal do estado quéantico |Y(t = 0)) = |n(R(t =0))),

inicialmente autoestado de energia, dado pela equacdo de Schrondinger dependente do tempo

d .23
ih () = HIP(©), -2

nos remete a

. 10t , (1.24)
WO) = exp(-i6) ln@) = by =3 [ drEy (RE))
0
onde &,, éafase dindmicae |¢, (t)) € um estado normalizado que chamaremos de auxiliar, cuja
fase dinamica inicialmente zero. Partindo de ia[(t)) = H(t)|y(t)) e fazendo o produto
interno com (Y(t)|, onde (Y (t)|H|Y(t)) = E,(t) e {(pnlp,) = 1, encontramos o analogo

quantico da lei do transporte paralelo ao considerarmos a Eq.(1.7) como um produto interno:

d .
0 = WO (H(R®) — i) (0 = (@u(Olga(®). (29
Consideremos o estado auxiliar como
l0n(8)) = exp(—iyy) [n(R)), (1.26)

onde a fase y,, € 0 angulo ndo-holonémico semelhante a 6 da esfera na Figura 1.3. Aplicando a

lei do transporte paralelo da Eqg. (1.25) em Eq. (1.26)

(Pn(®)]Gn (1)) = =i¥n{Pn(Oen(t)) + (n(R)|n(R)) = 0, (1.27)

segue de
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Vo = i(nln) = Im <n(R(t))| %n(R(t))> (1.28)
dyn =1Im <n(R)| % |n(R)> -dR

que uma trajetoria fechada C no espaco de pardmetro abstrato nos fornece a chamada fase de

Berry
Ya(C) = Im [356 (B In(R)) - dR] (29
a qual, fazendo uso do conector
An(R) = ~Im[(n(R)|9gn(R))] (1.30)
podemos escrever
(1.31)

Ya(©) zjﬁc An(R) - dR

que constitui o analogo angulo ndo-holonémico 6(C) do espaco de parametro classico expresso

em Eq.(1.19). Se fizermos uma nova escolha de fase ao definirmos o autoestado de energia
In(R))' = exp(—in(R)) [n(R)) (1.32)
a partir do novo conector
AR = 4,(R) — dpu(R), (1.33)

verificamos que a fase de Berry y,, (C) € invariante sob transformacéo de calibre.
Usando o teorema de Stokes para superficie com possiveis furos e uma

parametrizagéo (R1, R2) para a superficie S definida por caminho C, podemos escrever a fase de

Berry como
(1.34)
n(© = [[ B @®drdR, + Y MO,
S i
onde N; é o numero de voltas em torno do furo definido pelo caminho C; e
B™(R) = (0, A} — 9g,AT) (1.35)

= Im[(aRln(R)|6R2n(R)> — (aRZn(R)|6R1n(R))]
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¢ a chamada curvatura de Berry, em analogia a curvatura do espaco de parametros apresentado
nos Apéndices A e B. No caso em que o espaco de parametros € tridimensional, podemos usar

a linguagem familiar de célculo vetorial, como na eletrodindmica, obtendo

(1.36)
. (C) = B™(R) -ndS N;(O)y,(C),
n©= || @ +Z ()
B™(R) = V x A™ = Im[(Vn(R)| x |Vn(R))]
=Im z [(Vn(R)Im(R)) X (m(R)|Vn(R))],
ou ainda, fazendo uso da relacdo®
(i = (37
obtemos
B"(R) = Im Z [(n(R)IVH(R)|m(R)) x (m(R) IZVH(R)In(R»]_ (1.38)
m#n (En(R) - Em(R))

Como a notacgdo sugere, 0 vetor curvatura de Berry B" desempenha o papel de um campo
magnético no espaco de parametros, cujo vetor potencial associado € o conector An(R). Um
exemplo que faz uso da teoria descrita acima é o Efeito Bohm-Aharonov [4, 21].

1.3 FASE DE BERRY NO PROCESSO NAO-ADIABATICO

Na abordagem anterior vimos que Berry fez uso do Teorema Adiabatico para
deduzir a Fase Geométrica Quantica, porém esta restricdo ndo é necessaria para a manifestacao
desta fase. Nesta seccdo, apresentaremos uma descricdo da fase geométrica cuja trajetoria
ciclica de um estado quantico qualquer € governada por operador hamiltoniano arbitrariamente
dependente do tempo. Vejamos as principais argumentacdes de Aharonov-Anandan [1, 21].

Considere que um estado quantico |y) governado pela equacdo de Schrddinger,

cujo operador hamiltoniano dependa arbitrariamente do tempo,

d
ih () = HOW®), (1:39)

3 Veja uma discussdo desta relacdo nas referencias [3, 20, 21].
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descreva um movimento ciclico num tempo T tal que ao final do processo ele difira de uma

fase do estado inicial
[(T)) = exp(ig) [¢(0)) . (1.40)
Se definirmos um estado auxiliar
[P()) = exp(=ip()) [P (1)) (1.41)
que descreve o movimento fechado tal que
[¥(T)) = [(0)) (1.42)

[P(T) = exp(—ip(D)) [Y(T))
[P(T)) = exp(—ip(T)) exp(ip) [(0)),

ao conectarmos Eq.(1.42) com Eq.(1.41) veremos gque ¢ consiste de uma parte dinamica e outra

geométrica. De fato, aplicando a equagdo de Schrddinger na Eq. (1.41)

d . i .
S = —igOW©) — + exp(=ip(©) HIP©) (143)
aplicando (1| e usando novamente Eq. (1.41), encontramos
a1
o= i £]5) -~ WIHI. (149
Integrando a Eq.(1.44) no periodo do ciclo, obtemos
(T a7, B (1.45)
o) =) =i e B[ |5) - 5§ de @I = argw @)
donde, ao definirmos
¢ =) —¢(0), (1.46)
verificamos que a Eq. (1.41) se reduz a Eq. (1.42)
[W(T)) = [P(0)) = exp(—ig(0)) [1(0)) (1.47)

como esperavamos. Logo a fase ¢ da Eq. (1.40) possui uma parte dindmica (integral do
Operados Hamiltoniano dependente arbitrariamente do tempo) e outra geométrica exibidas na
Eq. (1.45). Por fim, ao anularmos a parte dinamica por meio de uma soma na Eq. (1.45) e
fazendo uso da Equacéo de Schrodinger Eq. (1.39), obtemos a formula geral da fase geométrica

que um estado adquire numa evolugéo temporal
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t . 1.48
Yg = arg((0) () + if dt' (") | (")- (1.49)

0
Note que essa expressdo geral se assemelha a Eq. (1.28) da descricdo adiabatica de Berry

guando a mantemos na forma da Eq. (1.45)

Yy = Im U:dt’ <¢|%|¢>] (1.49)

1.4 FASE TOPOLOGICA FRACIONARIA

A decomposicéo polar # de um operador linear A que atua num espaco vetorial V
nos diz que A pode ser descrito como produto matricial entre uma transformacao unitéria U e

operadores positivos J e K segundo

A=U] =KU (1.50)

tal que os operadores positivos satisfacam | = \/ﬂ eK = m e, caso A seja inversivel,
entdo U é univoco [13]. Se aplicarmos a decomposicao polar na evolucao ciclica de um sistema
fechado bipartido, veremos que a Fase Geométrica se divide em duas partes: uma parte
fracionaria dependente da dimensao do espaco de Hilbert que reside o estado; e outra relativa a
| — Concorréncia. Vejamos a abordagem da Referéncia [12].

Considere duas particulas S e | ® representados por |m) e |n) em um estado puro de

dois qudits ® na notacéo de soma de Einstein
V) = app|mn) (mn=1,2,..,4d). (1.51)

Podemos representar este estado numa matriz a« de dimensdo dxd e elementos «,,,, cuja

evolugéo unitaria local Us e U, transforma a matriz de coeficientes da seguinte forma

a' = UsaUT. (1.52)

4 0 nome da decomposicéo polar vem da forma polar de niimeros complexos. Ou seja, a multiplicagdo de
nimeros complexos do R? (z*v) representados matricialmente, pode ser descrito pela multiplicagdo de uma
matriz A que contém as coordenadas de z pela matriz coluno que contém as coordenadas de v (z*v =A*v).
Agora, se z estiver na sua forma polar z = re'® aforma polar da matriz A serda A=GR, onde R e a matriz de
rotacdo usual de vetores e G é a matriz diagonal positiva semidefinida, cujo autos-valores degenerado sdor. G
serd positiva definida se sempre tivemos z # 0 [31].

5> As particulas S e |, eventualmente, serdo chamadas de Sgnal e Idler, respectivamente, devido @ nomenclatura
das particulas na conversao paramétrica descendente usada no experimento estudado neste trabalho.

6 Qudit € um estado quantico de d niveis.
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Verificamos tal fato se aplicarmos a evolucgéo individual das particulas Se I,
Usim) = [m'}m'|Us|m) = (Ug) ' |m)
Viln) = [0} |U;|n) = (U pnln')
na Eq. (1.51)
1Y) = (U)m'm@ma (U prnIm'n’) = (Us)m’mamn(Uf)nn’lm,n,)-
Agora, com a notagdo matricial « a norma do estado passa a ser (Y|y) = Tr[aTa] =1e 0
produto interno (¢|y) = Tr[BTa], onde § é a matriz dxd dos coeficientes de |¢). Estas
matrizes possuem inversa, logo podemos aplicar a decomposi¢édo polar

a = eid’QS (153)

onde Q é uma matriz hermitiana positiva definidae S € SU(d), que é o grupo dos operadores
unitarios especiais de dimensio dxd [12]. Usando as relacdes Us = %/detUs Ug e U; =

Y/detU, U,, onde Us e U, sdo operacdes unitarias locais pertencentes ao SU(d), podemos

reescrever a Eg. (1.52) como
a =eQ’s, (1.54)

onde e'?’ = e'®%/detUsdetU; , Q' = UsQUJ e S' = UsSUT . Desta forma, identificamos a
transformacdo em trés setores distintos: uma transformagcdo em U(1l) ¢ — ¢', outra
transformacdo fechada no espaco das matrizes hermitianas positivas definidas Q — Q' e a
ultima transformacdo fechada em SU(d) S — S’. Como as raizes de um nimero complexo
possuem mdaltiplos valores, é preciso ter cuidado ao definir as quantidades acima. Para
operacOes unitéarias variando no tempo, podemos supor que qualquer uma das raizes possiveis
esteja ocupada no tempo inicial e os valores subsequentes devem formar uma evolugdo continua
como uma funcéo do tempo tal que ¢ (t) seja uma funcgdo suave, diferenciavel em toda parte.
Vamos definir uma evolucdo ciclica em que o estado final seja fisicamente
equivalente ao estado inicial apos o intervalo T, isto &, eles estdo relacionados apenas por um

fator de fase global
a(T) = e a(0). (1.55)

Aplicando a decomposic¢do polar Eq. (1.52) em ambos os lado da Eg. (1.55) vemos que a fase

6 possui trés componentes, um de cada setor da matriz de coeficientes:
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e MO(T)S(T) = e (0)S(0) (1.56)
0 = (A + v, +7s).

Primeiro identificamos uma evolucdo da fase trivial ¢(T) = ¢(0) + A¢ no setor U(1). No
setor das matrizes hermitianas positivas, se escrevermos Q(T) = e¥4Q(0), as condigbes de
hermiticidade impdem que y, = 0. Finalmente, no setor SU(d) temos S(T) = e’sS(0);
contudo, usando as propriedade do determinante detS(T) = e'?*sdetS(0) e o fato de ambas

matrizes S(T) e S(0) pertencerem a SU(d), obtemos a fase fracionaria

Y = 2% n=1,2,..,d —1). (1.57)
Note que apenas valores de fase fracionaria surgem do setor SU(d) e que a natureza desta fase
é puramente topoldgica ao manifestar a dimensao do Espaco de Hilbert do estado sem qualquer
condicdo ligada a trajetdria fechada ou a curvatura do espaco.
NOs podemos também usar a decomposicdo polar para investigar a Fase Dindmica
que aparece explicitamente na Eq. (1.48) da forma geral da fase geométrica que pode ser

reescrita como

¥y = argbOIp(©) +1 | At () (159)
= arg Tr[at (0)a(t)] + i fo Tt () a()]
onde, usando a derivada da Eq. (1.53)
a(t) = ida(t) + e [Q()S(t) + QOSD)] (1.59)

juntamente com a normalizagdo (y|y) = Tr[at(t)a(t)] = 1, vemos que o primeiro termo da
integral (—A¢) anulard com a fase global trivial de 8, restando somente a parte geométrica

(¥s)- Entéo, empregando a relacédo

at(t) = e *OST()QT () (1.60)

e a propriedade ciclica do traco, obtemos

2nm

Yg = a_ + l‘JTdt TT'[Q(t)Q(t)] n iftdt Tr[Qz(t)S(t)ST(t)] (1.61)
0 0
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onde a primeira integral sera zero ao percebermos que Tr[Q(t)Q(t)] = 0, fato consequente da

condicdo de normalizacdo Tr [Qz(t)] = 1. A Ultima integral pode ser escrita como

2nm 1, R 1.62

onde g é um vetor unitario do subsistema na representacio ’ ps = Tr;(p) = ps =% (I+q- )?)

advindo de Q2(t); dx o vetor deslocamento infinitesimal em R%*~1 advindo de S(t)St(t); e C é
a I-Concorréncia de um estado puro de dois-qudit tal que Cr, corresponde ao valor para o caso
do emaranhamento maximo. Note que este resultado nos diz que a fase geométrica é composta
por uma contribuicdo fracionaria e uma contribuicdo integral que depende da histéria da
evolucéo do estado quantico em uma evolugéo fechada, parametrizada nos setores Hermitiano
e SU(d) da decomposicéo polar. Essa contribuicdo integral é ponderada pelo emaranhamento e
desaparece para estados maximamente emaranhados, para 0s quais apenas o0s valores

fracionarios da fase geométrica ndo se anulam [12, 23].

7 {I,X,,..,X42_1} é o conjunto da matrizes geradoras do subsistema bipartido, tal que todas as matrizes X;
possuem trago nulo. A evolugdo do estado pelo mapa completamente positivo A(pg) = piM,'pSMiT,piMiTMi <
I, produzira um novo estado A(ps) = % [1 + Aq -)?], onde a matriz A é caracterizada pelo mapa e § caracteriza
o estado.
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2 EXPERIMENTO PARA MEDIR FASE TOPOLOGICA FRACIONARIA

A Fase Topoldgica Fracionaria apresentada no capitulo anterior manifesta a
dimensdo do Espago de Hilbert que contém o estado do sistema envolvido. Neste capitulo,
dividido em dois tdpicos, apresentaremos um resumo da proposta por Khoury e colaboradores
para medir a fase topoldgica fracionaria (FTF) [12]. Na primeira sec¢do apresentaremos a
proposta experimental e na segunda sec¢do daremos um exemplo numérico que esclarece como
proceder junto as medidas experimentais para obter a FTF a partir de graficos. Finalizaremos
este capitulo com equac@es e graficos que nos mostram claramente que a FTF se manifesta
tanto para estado maximamente emaranhado quanto para estado produto, embora com

visibilidade muito reduzida para estado produto.

2.1 INTERFERENCIA DE DOIS FOTONS COM POLARIZACAO USADA
COMO GRAU DE LIBERDADE AUXILIAR

A PBS '
<
l Jrns

SLM \ >

Figura 2.1: Proposta experimental: NLC, cristal ndo-linear; A/2, placa de meia onda;
L, lente; PBS, divisor de feixe por polarizagdo; SLM, modulador espacial de luz;
POL, polarizador; & (j = i,s), fases de caminho adicionadas pelos espelhos
acoplados aos PZTs; e D (I = 1,2) detectores de Unico-féton [12].2

8 “NLC (nonlinear crystal), PBS (Polarizing Beam Splitter), SLM (Spatial Light Modulator), POL (Polarizer) and PZT
(piezoelectric transducer)”.
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Considere o esquema da Figura 2.1. Um feixe de laser incide no cristal ndo linear
(NLC) gerando, através de conversao paramétrica descendente [24], dois feixes ndo colineares
de fétons emaranhados, ambos (signal e idler) com polarizacéo horizontal. Os fotons gerados
passam por duas fendas multiplas idénticas com nimero de fendas iguais a d (SLITS) gerando
0 estado [12]

[Yo) = dpn|mH, nH) ; (m,n =0,1,..,d — 1), (2.1)

onde a,,,, € a amplitude de probabilidade de se obter um f6ton signal passando pela fenda m e
um féton idler passando pela n. Apos as fendas, uma placa de meia onda A/2 gira de 45° a
polarizacdo dos fétons, e o estado de fotons nas variaveis de caminho e polarizagcdo passam a

ter todas as combinacg6es de polarizacao vertical (V) e horizontal (H) [12]

(2.2)

a
[Y,) = rznn [l[mH,nH) + |mH,nV) + |mV,nH) + |mV,nV)].

Entdo, cada féton passa por uma porta unitaria controlada por polarizacdo composta por um
interferdmetro Mach-Zehnder com um divisor de feixes polarizador (PBS) de entrada e saida e
um modulador espacial de luz (SLM) inserido no braco de polarizacdo vertical. As operac¢des
unitarias implementadas pelos SLMs sobre os fétons signal e idler, Us e U, respectivamente,
atuam sobre o caminho das componentes com polarizacdo vertical dos qudits espaciais. A
implementacdo das operagdes unitarias requer que a imagem das fendas seja projetada nos
SLMs, j& que os caminhos dos fétons definidos pelas fendas é que definem os “dits" quénticos.
Isso é feito colocando uma lente apds as fendas (SLITS), que se posicionam no foco destas, para
gue a imagem seja projetada no infinito, tal que os caminhos fiquem bem definidos
paralelamente sem que haja interferéncia entre estes, evitando assim o aparecimento de franjas
de interferéncia como ocorre no experimento dupla fenda de Young. As operacfes unitarias
realizadas pelo SLM atuam sobre os caminhos dos fotons. Apds as portas controladas, o estado

de dois fotons se torna [12]
_ Gmn i+ i0 i0 (2.3)
[Y,) = > [e sTU\mH, nH) + e'%U;|mH,nV) + e*°1Us|mV,nH)

+ UgU;|mV, nV)],

onde &s e 0i séo fases longitudinais adicionadas a componente de polarizagdo horizontal do
signal e do idler quando eles atravessam os interferdmetros Mach-Zehnder. Estas fases sdo

implementadas por um deslocador de fase inserido no interferémetro, que fornece uma fase
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relativa entre as polarizacdes H e V. Neste ponto fizemos a evolucdo do estado até antes do
ultimo PBS (a direita da Figura 2.1). Na sequéncia desenvolveremos a evolucéo dos operadores
campo elétrico signal e idler dos detectores até este ponto para calcularmos a contagem de
coincidéncia. Optamos por estes desenvolvimentos por acreditar que os resultados 16gicos se
tornem mais intuitivos, como discutiremos apés Eq. (2.8).

Os operadores campo elétrico do signal e idler de frequéncia positiva podem ser

escritos como [12]
ES = Efyéy + Egyéy (2.4)
EI+ = El-il_-IéH + El-i{/éy ,

onde &, (u = H,V) sdo vetores unitarios de polarizagdo vertical (V) e horizontal (H) tal que

cada componente é expandida em termos dos modos de transmissdo do campo elétrico da luz

E;_u = apunp(rs) (2.5)
E141_/ = bqvnq (rp)

onde ay, (bg,) € 0 operador aniquilagdo de fotons no modo de fenda 7, (n,), sendo este Gltimo
a projecdo do estado de fenda sobre o autovetor |x) do operador posi¢do n,,(r) = (x|m). As

funcGes modos de fenda satisfazem a condicdo de ortogonalidade

. 2.6
[ @i, @) = b (2)
e os operadores a,, € by, atuam de forma analoga aos operador aniquilagdo para estados de

Fock
Apubgy|mo, ne) = 6pm6us0qnbyelvac), (2.7)

onde |vac) €é o estado de vacuo e |ma, ne) é um estado de fenda de dois fétons correspondente
a um féton signal passando através da fenda m com polarizacéo o e um foton idler passando
através da fenda n com polarizacao e. Para maior compreensao, poderiamos escrever na forma

ndo usual
apubgy|1mao, In€) = 8,1,6,60qn6ye|0ma, One), (2.8)

onde agora os nameros (0 e 1) significariam os modos de ocupacédo de Fock. A funcionalidade
destes operadores junto ao estado que possui todas as polariza¢fes e caminhos possiveis s6 é
garantida pelos polarizadores a 45° que apagam as informaces de polarizacao dos fotons signal

e idler quando estes saem do PBS final, ou seja, o PBS final seleciona somente as componentes
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|mH,nH) e |/mV,nV) para contribuirem nas contagens de coincidéncia nos dois detectores, o
que corresponde a marcar o caminho do signal e idler nos Mach-Zehnder e, assim, destruindo
a distinguibilidade na superposicdo da componentes vertical e horizontal dos fotons que
carregam as informac6es da FTF. Entdo, os polarizadores garantem que os fétons adquiram a
mesma polariza¢do quando chegam nos detectores, o que os torna indistinguiveis quanto aos
percursos dos fotons nos Mach-Zehnder. Isso € equivalente a usarmos 0s operadores campo
elétrico junto ao PBS na base correta garantida pelo polarizador a 45° para medirmos a

informacdo da FTF. Logo, os detectores 1 e 2 sdo definidos pelos operadores de campos [12]
Ef = GE&, + Ef) /N2 (2.9)
Ef = (Egy +iEj)/V2
e a contagem de coincidéncias por
C(ry,12) = (Y| ET B3 EF Ef [Y,) = ||EFE [$)12, (2.10)
onde E;” = (E;L)T e j = 1, 2. Multiplicando os operadores da Eq. (2.9) e substituindo a Eq.(2.5)
na Eq.(2.9) obtemos
ESET = [E§yEfy — ESVER + i(ESuESy + EVER]/2, (2.11)

onde percebemos que os termos imaginarios possuem dois operadores aniquilagdo em
sequéncia atuando no mesmo foéton, o que torna nulo as componente |mH,nV) e |[mV,nH)

conforme a Eq. (2.7). A contagem de coincidéncia do estado Eq.(2.3) se reduz entdo a funcao

1, . . 2 (2.12)
C(ry,ry) = T e tun EdyEftylmH, nH) + apmn ESG Efy|mV, nV)||,

onde 6 = 6, + 6, — m garante que os dois termos do lado direito da Eq.(2.12) tenham sinais
opostos, conforme o sinal negativo na Eq.(2.11). O coeficiente a,,,, resulta da transformagéo

unitaria no estado de dois-qudits [12]
UsU; @ |MV, 0V) = atyy, | MV, nV). (2.13)

Utilizando a Eq.(2.5) em Eq.(2.12), obtemos a expresséo que nos permite descrever o padréo

de interferéncia dos dois fétons

1 . D N2 2.14
€ 72) = 2 P 2 (€t + ) @19
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Estamos interessados apenas na fase adquirida pelos qudits quando eles evoluem
sob a acdo das portas unitarias Us e U;. Como os diferentes modos de fenda sdo ortonormais
entre si podemos integrar espacialmente a contagem de coincidéncia eliminando a interferéncia
espacial entre os diferentes modos de fendas, obtendo somente a interferéncia do grau de
liberdade longitudinal. Isso corresponde a um detector com abertura grande, insensivel aos
detalhes da estrutura espacial dos caminhos dos fotons. Contudo, a dimensdo do espaco de
Hilbert se manifesta nos coeficientes do estado de dois qudits presentes na fungéo das
coincidéncias integrada. Com o uso da propriedade da Eq. (2.6), obtemos de Eq.(2.14) [12]

d-1
C= J d?rid?r,C(ry,ry) = z %|ei9amn + a,',m|2. @19
m,n=0
Discorreremos sobre alguns detalhes desta integracdo no subtdpico 3.3. Fase Topoldgica
sobrevive ao Ruido de Fase.

Note que a polarizagdo foi usada como um grau de liberdade subsidiario para

fornecer dois caminhos a evolucdo dos qudits espaciais. De fato, a interferéncia descrita pela

Eqg. (2.15) pode ser pensada como resultado da superposicao entre o estado de dois qudits inicial

|@o) = amy|mn) e o estado evoluido |@) = UsU;|@,)

1+ K@olg)l cos(6 —y) (2.16)
8

1 . 2
C= 1—6|| e)po) + 19)||” =

onde (@, |@) = [{pol@)| €. A visibilidade das franjas de interferéncia é o valor absoluto da
superposicdo dos estados (¢pq|@), enquanto a fase da interferéncia é o argumento da
superposicao. Para uma evolucéo ciclica |@) = e% |¢p,), a interferéncia recupera a visibilidade
méaxima com as franjas deslocadas de y. Desta forma a Fase Topoldgica Fracionaria pode ser
implementada variando continuamente as operacfes unitarias de acordo com a dependéncia
temporal do parametro local, ajustado pelo SLMs do Signal e Idler, respectivamente.
Apresentaremos exemplos numéricos no préximo tdépico para melhor entendimento dos
resultados apresentados acima. Estes exemplos numéricos estardo normalizados para facilitar a

interpretacéo, ou seja, as contagens em coincidéncia oscilaréo entre zero e um.
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2.2 RESULTADOS NUMERICOS

Considere dois fotons no estado de qutrits (d = 3) sob a a¢do de operac¢des unitarias
diagonais [12]

US = diag[ei¢1’ei¢2’ei¢3] o UI = diag[eiXI’eiXZ’eiXS] (217)

onde ¢,, e x, sao fatores de fase introduzidos pelos SLMs nos estados de caminho dos fétons.
Para garantir que nenhuma fase trivial seja adicionada pelas operagdes, vamos impor que
Yn®n = 2nxn =0; em outras palavras, estamos restringindo as operacdes de evolugdes
unitarias dos dois qutrits, SU(3) ® SU(3), de modo que a trajetéria do estado se feche
completamente ao final da evolucdo sem que este adquira fases globais ndo mensuraveis.
Conforme Eq. (1.52), os coeficientes das matrizes evoluem segundo a’ = UsaV,". Entdo temos

que
a;rm = ei(¢m+Xn)amn (218)
e a contagem de coincidéncias Eq. (2.15) normalizada (para oscilar de zero a um) se torna

c =12|amn|2|e"9 T ei@mtiw)]|? (2.19)
4mn

=Z|a |ZSiI’12 l(¢m+Xn)_(95+61)]

2

mn

onde lembramos que 6 = 6, + 6, —m (Eq. (2.12)). Em principio, as operacdes locais
implementadas pelos dois SLMs podem ser independentes e totalmente diferentes, porém,

consideremos tais evolugdes ciclicas efetuadas por [12]

b1 =x1= %[Zt —(2t—1H (t - %)] (2.20)
b2=X2= —th,
$s=xa =5t —DH(t-3),

onde t & um parametro real te[0,1], e H(t) é a fungéo de Heaviside

0, x<0 (2.21)
1
1, x>0



24

tal que usando os parametro t=0, t=1/2 e t=1, as equacdes Eq. (2.20) se reduzem aos

respectivamente valores do quadro abaixo:

t=0\|t=1/2| t=1 (2.22)
b1 =11 0 T T
3 3
$2=x2| O _r 2m
3 |1 3
b3 = X3 0 0 T
3

A Eg. (2.20) descreve uma evolucdo continua da fase em cada componente do qudit,
correspondendo a uma operacgédo local SU(d = 3) aplicada independentemente em cada qudit,
entretanto, basta as fases particulares da Eq. (2.22) para tracarmos graficos de trés pontos da
evolucdo unitaria de onde extraimos a Fase Topoldgica Fracionaria. Sob essa operagdo

SU(3) ® SU(3), vamos comparar 0 estado maximamente emaranhado

! 1 2.23
|(pe>=ﬁ(|00)+ 111) +22)) =  amn == (2.23)
com o estado produto possuindo a mesma distribui¢éo de populagdo de um qudit
1 1 2.24
2p) =530+ D+ 2) @ (O +I1)+12) e =5 (2.24)

Substituindo Eg. (2.22) em Eqg. (2.19) juntamente com o estado emaranhado
Eq.(2.23) ou o estado produto Eq.(2.24), teremos duas contagens de coincidéncias, uma para
cada estado, em cada pardmetro t=0, t=1/2 e t=1. Podemos efetuar estes calculos manualmente,
usar as propriedades trigonométricas para simplificar as equacdes e posteriormente tracar 0s
graficos ou efetuarmos os célculos por meio de pacotes computacionais (GrafEq, GeoGebra
entre outros), como faremos. Redefinindo Implementando a Eq. (2.19) com as operacdes locais
Eq. (2.20) para os parametros t=0, t=1/2 e t=1 na s Eq. (2.22), na qual redefinindo 6 = 65 +

6;, obtemos as seguintes equac¢des para 0s seus respectivos parametros t,

t=0 t=1/2 t=1 (2.25)
Che | 1 1 1 1 1 ( 27r>
— ——Cos(® — — ——Cos(B-=—
3 ~3Cos®) 2 2 2% 3
Cp 1 1 l_ZCos(@) 1 1 21
27200 7T sy
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onde Cme e Cp correspondem a contagem de coincidéncia do estado emaranhado e estado
produto, respectivamente. Usando propriedades trigonométricas notamos que em t=0 ambos
“oscilam” com sin?(8/2), contudo, 0 comportamento nos demais instantes parametrizados sao
consideravelmente diferentes para estados emaranhado e produto, principalmente quando
comparamos Cme(1/2) e Cp(1/2). Para o estado emaranhado, Figura (2.2), as franjas de
interferéncia desaparecem completamente quando t = 1/2 e o estado emaranhado de dois qudits
se torna ortogonal ao estado inicial, como podemos constatar nitidamente na Eqg.(2.16). Ao final
do processo de evolugdo, as franjas reaparecem com um deslocamento de fase topoldgica
fracionario igual a 2z/3, adquiridas do termos 2z/d (d=3) que aparece em Eq.(1.62), atingindo

novamente a maxima visibilidade em t = 1.

10+
08 ¢

06

04+

02 ¢

2 4 6 8 10 12

Figura 2.2: Contagem de coincidéncias na saida do interferémetro da Fig.(2.1) para
estado maximamente emaranhado de dois qutrits em funcédo de 8 (rad), dado pela
Eq.(2.25) para trés valores de t: t=0 (linha azul, Cme{0}), t=1/2 (linha roxa,
Cme{1/2}) e t=1 (linha marrom, Cme{1}).

Em contrapartida ao estado maximamente emaranhado, o estado produto exibe comportamento
diferente durante a evolugcdo como vemos na Figura (2.3). A franja ndo desaparece no instante
t=1/2 e a visibilidade maxima néo é recuperada em t=1, mas a defasagem é a mesma entre o

parametro inicial e final, como nos mostra Eq.(2.25).
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10}

08 ¢

06 ¢

04 +

02 ¢

2 4 6 8 10 12

Figura 2.3: Contagem de coincidéncias na saida do interferdmetro da Fig.(2.1) para
estado produto de dois qutrits em funcéo de 6(rad), dada pela Eq.(2.25) para trés
valores de t: t=0 (linha azul, Cp{0}), t=1/2 (linha roxa, Cy{1/2}) e t=1 (linha
marrom, Cp{1}).

Sobrepondo os graficos do estado maximamente emaranhado e do estado produto notamos que
a fase topologica fracionaria se manifesta em ambos estados, porém com amplitude muito

reduzida no estado produto.

10

08 ¢

)

04 ¢

02

0 2 1 6 8 10 2
Figura 2.4: Comparagéo das contagens em funcéo de 6(rad) para o estado
maximamente emaranhado de dois qutrits [Figura (2.2)] e para o estado produto

qutrits [Figura (2.3)] para as operagdes descritas em Eq.(2.25).
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3 FASE TOPOLOGICA FRACIONARIA E ROBUSTA AO RUIDO DE FASE

O resultado do capitulo anterior é valido para um sistema quéntico fechado, quando
0 estado permanece puro durante todos os instantes da evolucdo ao longo do experimento.
Como 0 nosso objetivo é verificar se a fase topoldgica fracionaria (FTF) sobrevive a interagcdo
com o meio ambiente (ruidos), temos que usar a evolucdo de sistema quantico aberto via matriz
densidade, cuja descricdo consegue mapear o sistema quéantico puro se tornando uma mistura
de estados puros [12, 13, 17, 25-28]. Nas primeiras sec¢Bes deste capitulo construiremos
operadores na notacdo de Dirac que colocam fases no estado quantico, como FTF, fase de
varredura do interferdometro (0s e 6) e ruido de fase. Faremos a descricdo de cada operador
separado para facilitar o entendimento, a comecar pelo mais dificil deles que é o ruido de fase,
para somente entdo completarmos o tépico com a composicao dos operadores na sequéncia que
implementa o experimento FTF com ruido. Na segunda sec¢do calcularemos a contagem de
coincidéncia e finalizaremos com um exemplo numérico na terceira sec¢do, onde verificamos

nitidamente a sobrevivéncia da fase topoldgica fracionaria na presenca de ruido de fase.
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3.1 OPERADORES QUE IMPLEMENTAM AS FASES DO EXPERIMENTO

SLM SLM /
i ; T pBS
N2

NOISE

£
I ~ Q 0
NOISE

A2
\ i ; L PBS
SLM SLM \

PBS

PBS

~
D,
POIL ‘
PBS ¢ :
oL &
D,
-”

Figura 3.1: Proposta experimental: NLC, cristal ndo-linear; A/2, placa de meio onda;

L, lente; PBS, divisor de feixe por polarizacdo; SLM, modulador espacial de luz;

POL, polarizador; ¢ (j = i,s), fases de caminho adicionadas pelos espelhos

acoplados aos PZTs; e D; (I = 1,2) detectores de Unico-féton.®

Considere a Figura 3.1 que difere da Figura 2.1 somente no acréscimo dos SLMs

que introduzirdo ruidos de fase nos estados de caminho transversais dos fotons. Conforme Eq.

(2.2), podemos escrever compactamente o estado ap0s as placas de meia onda A/2 como

al
mn
Y1) = ——Imp, ),
AtV =abl o at =1

(3.1)

(u,v=V,H)

cuja matriz densidade para o féton S e | codificados por CAMINHO (m, n) e POLARIZACAO

(uv)e

™ TRV
SI mn “m'n’

p = 4

|mu, nv)(m'y, nv',

(3.2)

9 NLC (nonlinear crystal), PBS (Polarizing Beam Splitter), SLM (Spatial Light Modulator), POL (Polarizer) and PZT

(piezoelectric transducer).
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a qual ndo podemos decompor em p5! = pS®p! nos casos de fotons emaranhados em estados

de caminho °. A evolugcéo do sistema quantico via matriz densidade se da por mapas
E(P) = piMipMiT piMiTMi =] , (33)

onde p; é probabilidade clssica que pondera a mistura numa evolugéo de interagdo com o meio
externo ao sistema (sistema quantico aberto) e os M; sdo os chamados operadores de Kraus que
podem ter no maximo d? operadores, sendo d? a dimensdo da matriz densidade e um dos
operadores a identidade, obrigatoriamente [13, 25]. No caso particular de sistema quantico
fechado p; = 1 e M; é uma Unica evolucao unitaria, como a evolugdo temporal de um estado

quantico. Para a matriz densidade em questao, estes operadores terdo a seguinte estrutura

0= (OCamin®0Polariz)Signal®(06amin®oPolariz)1dler ’ (3'4)

tal que as condigdes de atuacédo (a forma dos operadores) sdo definidas pelo experimento.
3.1.1 Mapa para o Ruido de Fase implementado por SLM

O ruido de fase, assim como os operadores que levam a FTF, pode ser inserido por
um SLM no sistema dpticos. Os moduladores espaciais de luz sdo controlados externamente
por um computador que varia a escala de cinza no display de cristal liquido colocado no
caminho dos fétons, variando assim as fases adicionadas a estes.

Seja o0 operador que chamaremos de operador de Kraus que aplica ruido

condicionado a polarizagdo sob o caminho de cada féton!!
Kit = (K ®laXa® (K ®18)BI), (3.5)

onde o KS e K' atuam nos espacgos dos caminhos e os projetores nos espagos das polarizacdes
dos fotons S e I, respectivamente como os parénteses indicam.*? Ao aplicarmos o mapa abaixo

na matriz densidade do estado puro

10 Utilizamos indices pv com indice superior apenas por conveniéncia, sem nenhuma relagdo com notagéo
covariante e contravariante. A decomposigao amna’“’ = a,’f:;l se deve ao fato de temos graus de liberdade
nao emaranhados entre si.

11 1ss0 é factivel, pois no experimento da FTF as polarizagdes de cada féton estdo separadas pelos bragos de cada
Mach-Zehnder.

12 Note que existe uma soma nos indices mudos « e f dos produtos tensoriais da Eq. (3.5) — abriremos médo da
elegancia na notacdo sempre que acharmos necessario maior transparéncia para os leitores menos experientes
com a nota¢do compacta.
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t t
ex(p®) = prjKnjp*' Ky~ pnjKnj Knj =1, (3.6)

teremos uma mistura ponderada por py; tal que apés a atuagdo dos projetores efetuamos
contragGes de alguns indices pelos deltas de Kronecker, como |a)a|u)u| = |a){u|8q, =
|){u|, modificando assim os indices dos operadores que aturam no caminho'?, obtendo

e - (37)

£c(pS1) = m—mphj[(Kffulm»l” )®(Kj’v|n))|1/)]

4
x[(em'1xes, ) 1@ (1, Y ]

onde os indices mudos do lado direito da multiplicacdo do mapa (indices linhas do mapa) sdo
diferentes dos indices do lado esquerdo da multiplicacéo (indices sem linha). Agora temos que
definir que tipo de ruido vamos aplicar ao estado de caminho dos fotons. Aplicaremos um ruido
de fase [Apéndice C].

O operador de Kraus de ruido de fase condicionado a polarizacdo aplicado ao

caminho do foéton é

Ko = €% |p)(p], (38)

onde o somatorio no indice p tem Nt termos (que corresponde ao nimero de caminhos que cada
féton pode percorrer) e V representa a polarizacao vertical, conforme o lado do braco do Mach-
Zehnder que escolhemos para acrescentar o ruido. Note que este operador vira identidade
quando atua nas componentes de polarizacdo horizontal (5 = 0) e nas verticais (5} = 1)
teremos duas situacdes, uma em que a fase morre (5{,’“ = 0) e outras em gque a componente da
base troca de sinal (55 =1 => e'™ = —1). Assim, substituindo o operador ruido de fase no
mapa e realizando as contragdes dos indices com os deltas de Kronecker, teremos

w (3.9

SI _ amn m'n’ ror ror
eg(p”) =——F—— Impnvmu,nv|

4

. ! . Vi
. hool, of —i h oK J sV
X Pnj em(amavwnar,)e m(c?m,SV +68),6y ) ’

13 Note que o correto seria modificarmos os indices do estado em vez de modificarmos os indices dos
operadores, entretanto, os operadores com que estamos trabalhando ndo projetam o estado em um
subespaco, de modo que sua atuagdo soé altera os indices mudos do estado, assim permitindo-nos trocar tais
indices pelos indices do estado inicial. Isso é equivalente a trocarmos os indices dos operadores como fizemos.
Manter os indices do estado facilitara a comparagdo das matrizes densidades inicial e final.
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que € uma mistura de estados puros ponderados por pj; e pelas fases. Note que apos a evolugao,
a base desta nova matriz densidade que atuarad os demais operadores é a mesma base da matriz
densidade pS’. 1sso nos da a liberdade de observarmos a atuacdo separadamente dos demais
operadores para depois juntarmos os resultados numa Unica composicdo que, a principio,

respeitard a ordem dos componentes conforme mostramos na Figura (3.1).

3.1.2 Mapa para a Fase Topologica Fracionaria implementada por SLM e sua

composi¢do com o Mapa Ruido de Fase

As operagdes unitérias acrescentadas nos caminhos dos fétons implementadas pelos
SLMs dos Mach-Zehnder podem ser expressas como matrizes unitéarias diagonais

Us = erEp)p| «  Us'Us =1, (3.10)
U= ein(tI)M)(C” UITUI =1,

que, durante a evolugdo “temporal” parametrizado por t, acrescentam fases ¢p € x, no espago

vetorial do grau de liberdade de caminho de S e I, respectivamente, conforme a polarizacéo da

seguinte forma:
THH = IS®II o THV = IS®UI oo TVH = US®II o TVV = US®UI . (311)

Estes operadores podem ser escritos compactamente na notacédo de Dirac da mesma maneira

que na Eq.(3.8), tal que na forma de Eq.(3.5) temos

I s B I 3.12
T = (5% p)pl®la)(al) '® (e %% [q)qI@IBNBI) = TIT =1, (312
onde a funcdo delta de Kronecker transforma o operador de caminho na identidade caso a
polarizacdo seja horizontal e acrescenta fases nos caminhos caso a polarizacdo seja vertical.
Fazendo uso do mapa mostrado em Eq. (3.3) para evoluir a matriz densidade (Eg. (3.2))
aplicando o implementador fase topoldgica'4 (Eq. (3.12)), obtemos o seguinte estado puro:

14 Chamares de implementador de fase topoldgica ao objetor matematico condicionado a polarizacdo que
adiciona fase ao caminho dos fotons, tal que esta fase é fungdo continua que controla o “movimento fechado
no espacgo de parametro do estado. Este objeto matematico ndo pode ser classificado quanticamente como
operador, ja que ndo possui autovalores no processo de medida.

”
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uv a/.t'v' * (3.13)

( SIN _ amn m'n’ o ror
er(p”) = ————|mp,nv){imu,nv|

4

! 12
: u
x ei(¢m6#+xné‘?})e_l(¢m’6V +Xn’6‘1;)

Se aplicarmos 0 mapa s (p5') na sequéncia, assim como esta na montagem do experimento da

Figura 3.1, encontraremos

wo v o« (3.14)

mn "n' v v
ex(er(p™) = —— "= Imp nv)(m'u,nv'|

X D .ei[(né‘fn+¢m)8#+(né‘{l+ ;(n)alv,]e—i[(msfnl+<i>m,)6#'+(n6j1 ,+ an)&”/’]
] .

Note que, novamente, a base desta nova matriz densidade € a mesma base da matriz densidade
pS! apos a evolucgdo, o que nos da a liberdade de atuar outro mapa separadamente das demais
operacdes e juntarmos este resultado posteriormente.

Numa primeira analise da Eq. (3.14), nos parece que ndo importa a ordem de
aplicacdo dos mapas, pois eles comutam entre si. Entretanto, temos que lembra que a
implementacdo da fase topoldgica no experimento em questdo foi definida para estado puro,
assim, se 0 mapa de ruido vier primeiro que a implementacéo da fase topoldgica, passaremos a

ter um estado misto, o que nos obriga a implementar fase topoldgica para estado misto.
3.1.3 Mapa para a Fase de Varredura e sua composi¢do com os demais Mapas

As operacOes de fases de varredura '° (s e 6) aplicadas nas componentes de

polarizacao horizontal do féton quando estes passarem pelo Mach-Zehnder,
SHH == SS®SI o SHV == SS®II o SVH == IS®SI oo SVV = IS®II , (315)
podem ser expressas como

s s I I 3.16
S = (€9 U3, imno®la)al) ®(elel 6HI£aminho®|ﬁ)(.B|) nsts=1 (3.16)

tal que, ao ser aplicada na matriz densidade inicial p5' da Eq. (3.2) através do mapa Eq. (3.3),

obtemos

15 Sweep operation.
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v ﬂyv, .

a " U ilo 6;1,’ P 61,’ (317)
es(pS) = mn 4m n ei(956H+9,6,‘;)e—l( sOn t01 H)

|mu, nv)(m'y,nv,

que também mantém a base de estado da matriz inalterada em relagdo a matriz inicial p*.
Finalmente, ao compormos todos 0s mapas comutaveis do Mach-Zehnder,

£ = gg o gx o e7(pS!) (sequéncia do experimento), temos que a evolugdo da matriz densidade
nos remete a

uv au’v' * (3.18)

Amn A ‘Wnv'
g(pSI) — #phﬂmy,m/)(m,u.nv |

4
5 U8l dm)sh+6s65]+{ (w8 +n )67 +616% ]|
o o1l (et v, ol +0usly |+ (st + Xn,)55'+9,5,5’]}'

a qual, decompondo a fase total da evolucdo em

Y _
uv _ Omn i{[(n5r}ﬁl+¢m)5{,‘+956g]+[(7t6£l+)(n)63+9,6}_’1]} (3.19)
anhj - e
v .
e | (oML AR A (e ML AT |
m'n'hj 2 ,

e a matriz densidade evoluida da Eqg. (3.18), se reduz a

Fe o pRY

£(p®") = PnjiFmnj Foyryrn M mv)m s, n'v, (3.20)

j
que & uma mistura de estados puros ponderados pela probabilidade classica p,; e pela fase total

uv u'v'x . A ‘ot .
Fomn; Fm,n,hj. Ainda podemos decompor a fase total em trés partes distintas: a parte da
amplitude (a,‘ﬁ:;l ab?” /4); outra responsavel pelo sinal positivo ou negativo e a ponderagio

- - ’ #v y_,v’* . - ’ -
das componentes da mistura vinda do ruido de fase (phjSmnhjSm,n,hj), e por fim, a ultima

.7
parte composta das fases das operac¢Ges unitarias e da fase de varredura ( g Tfl‘,:l,*). As duas

Ultimas partes sdo escritas assim



sw o (sl +ahay) _ (_1)(6&6$+6{16“;) (3.21)
mnhj )
. Y i ! ! . ’
Su’,w,*h' _ e—m(é‘ﬁqﬁ# +6:1,65) _ (_1)(67’;,6# +5711,611; ),
mn'hj
W oil(dmby+0585)+(xndY+616%)]
mn )

! ! ! !
ue e—i[(¢m,5{,‘ +6,5% )+(xn,5;; +6,5Y, )]
m’n’ - .

Entéo, reescrevemos Eg. (3.20) como

v au'V' * (3.22)

11 o, & C
SN uwv nwv wv cpviE MmN, A
e(p™) = phjsmnhjsm’n’hj mnSmin' T 4 |mu, wv){mu,nv|.

Esta equacdo nos diz que o ruido torna o sistema puro em uma mistura ponderada por pnj e q

34

ue

! ,* Y A - - -
afase f;n, f,”," é idéntica, a menos de um sinal, para todas as componentes da soma em h e j

da mistura. Com isso, ja é possivel percebemos aqui a sobrevivéncia da fase topoldgi
fracionaria sob ruido de fase quando comparamos Eq.(3.21) com os resultados numéric
gerados da contagem de coincidéncia Eq.(2.19). Note que se tirarmos o ruido do ma

! /* . .
(phjS,’jl‘,’ijr‘r‘l,’;,hj = 1), teremos uma matriz densidade de um estado puro

e(p%") = fon frurnd Imp, mv)im ', v, (3.23)
tal que o estado correspondente é
pv 3.24
|1l)) = aﬂei[(¢m85+9565)"'()(71654'916%)]|m‘u nv) ( )
2 )
cuja expansdo da polarizagdo com a!, = a,,, paratodo u,v = H e V nos leva a
o (3.25)

) = % [e{@s+0D|\mH, nH) + e!Ostx0)|mH, nV) + ¢! Xm+9D|my, nH)

que corresponde exatamente ao estado da Eqg. (2.3), como era de se esperar.

ca

0sS
pa
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3.2 FASE TOPOLOGICA FRACIONARIA SOBREVIVE AO RUIDO DE
FASE

Vimos, nos resultados anteriores, que a matriz densidade carrega consigo a fase
topoldgica fracionaria depois da exposicdo ao ruido de fase que se manifesta claramente na
expressao de contagem de coincidéncia.

A contagem de coincidéncia calculada pela Eq.(2.10) pode ser reescrita para matriz
densidade como

C(ry, ) = Tr[EFEf (P)ET E7 ], (3.26)

onde estes campos obedecem Eq. (2.9) e Eq. (2.5). Aproveitamos o fato de a parte imaginaria
da Eq. (2.11) ser zero quando aplicamos este operador no estado de dois fotons (signal e idler)
no modo de fenda. Assim, podemos utilizar somente parte da Eq. (2.11) que produz resultados

nao nulos

EFEFFEY  |mu,nv) (3.27)

mnhj
= (Fyunj EduEfty|mH, nH) — Fyy By Efy|mV,nV) ) /2.

Utilizando Eq. (2.5) juntamente com Eq. (2.7), percebemos que parte de (3.27) sera
EFEf o, Imu,nv) = |vac) (3.28)
X (FrasinjSpmua SaqnSueyng — FonnjSpmOuoOanduengny) /2,
ou ainda Eq. (2.11)

E3 Ef Fpypy Imut, ) = (Foagln it — Fopnnj i) lvac) /2., (3.29)

mnhj

com a qual podemos completar o célculo previsto Eq. (3.26), usando na matriz densidade p*,

Eq(3.2). A contagem de coincidéncia €

_ HH pHH* 2.1, 2% 1« 4% VVx 2.1 2% 1x 3.30
C(rl; rz) - phj(anthm’n’hjnmnnnm’nn’ + anthm’n’hjnnnmnn’nm’ - ( )
HH VV* 2 .1..2% 1% vv HH * 2.1 2% 1%
anthm’n’hjnmnnnm’nn’ - anthm’n’hjrlnTImnn’nm’)/4 .

Se usarmos a ortogonalidade dos modos de fenda na integracdo espacial da contagem de

coincidéncias (Eg. (2.6)) temos
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C = fdzrldzrzC(rl,rz) = (3.31)

D (F o St St + Fon; Fonbtn 1Ot S

m/n’'hj m'n'nj

F FVV* 6

mnhjm/'n'hj

mn’ 6 anh]FrgThJSnm’8mn’)/4:

onde vemos que os deltas de Kronecker permutam os indices dos Gltimos termos resultando em
HH* VVx* VV %
C= ph}( mnh} mnhj + F nh}F mnhj anh]F nmhj anh] ])/4 (332)

Lembrando da Eq. (3.1) que al,, = a,., para u,v = H eV, usando Eg. (3.19) e Eq. (3.21)

podemos reescrever cada termo desta soma da seguinte forma

PrjFonniFmnni = PrjFonnjFomhj = amnTa*mn = % (3:33)
P Py = 2
P Py = 2y T
tal que Eq. (3.32) fica
(3.34)

1 i *
€ = =2 — on@mnj (frnt + 1 )

i = (1) (0h+00) il @mt )~ (061

i+ = (1) (O+0) g=il@utim)~(05+00)]

Esta é a contagem de coincidéncias geral do estado inicial puro para o experimento da Figura
3.1. Note que a permutacdo dos indices m e n induzida pelos deltas de Kronecker durante a

integracdo da contagem de coincidéncia (Eq. (3.31)) fez com que

hjx , phis (3.35)

mn nm
0 que nos impossibilita de reescrever C em termos da funcdo senos e cossenos atraves da
Férmula de Euler nos casos mais gerais. Dentre os casos particulares, o mais simples € o caso
em que m=n. Um caso particular do nosso interesse imediato ocorre se retiramos o ruido (pp; =

1) e considerarmos valido permutacfes de m e n, o que implica em

nfgl* = h]* => (¢m + xn) = (¢n + Xm)- (3.36)
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Entdo, a contagem de coincidéncia do estado inicial puro Eq.(3.34) se torna igual ao caso
particular da contagem de coincidéncia Eq. (2.19) calculado a partir do estado de Eq.(2.3), que
é igual ao estado (Eq.(3.25)). Vejamos exemplos numéricos da Eg. (3.34) nos casos abordados
na sec¢do 2.2 para comparar o0s resultados com e sem ruido e, principalmente, constatar

numericamente que Eq. (3.34) gera resultados idénticos a Eq. (2.19) se retirarmos o ruido.
3.3 RESULTADOS NUMERICOS COM RUIDO

Usando a notacdo Cme € Cmer para a contagem de coincidéncia sem e com ruido
calculadas respectivamente por Eq.(2.19) e Eq.(3.34) normalizadas (oscilando entre zero e um),
considerando numericamente todas as condi¢Oes abordadas entre Eq. (2.17) e Eq. (2.22) para o
caso de estado maximamente emaranhado (Eq. (2.23)), obtemos as seguintes equagdes para 0s

parametros t=0, t=1/2 e t=1:

0 =0,+06, t=0 t=1/2 =1 30
Ciner 0% % — %Cos(@) % % — %Cos (9 — 2;)
Crmer2su % — % Cos(6) % % - 5—; Cos (9 - 2?11)
Cmerso% % — gcos(e) % % — gCos (9 - 2;)
Crmer100% % — 11_8 Cos(8) % % - % Cos (9 - 2?11)

sendo C,,,. idéntica a Eq. (2.25) que “oscila” com sin?(8/2) em t=0 6. Note que, embora as
amplitudes de oscilagdo caiam bastante (visibilidade), mesmo na presenca de ruido maximo as
partes oscilatorias destas sequéncias de equacges sdo idénticas entre Cme € Cmer NOS respectivos
tempos, tal que a fase topologica fracionaria determinada pela distancia entre os picos
consecutivos do grafico das contagens de coincidéncia também sera idéntica, 2z/3. Por fim, as
equacdes de Cme e Cmerow Na Eq. (3.37) se igualam se zerarmos o ruido de Eq.(3.34). Na Figura
(3.2) estdo os graficos de Cme{0,1/2,1}, na Figura (3.3) de Cmer100%{0,1/2,1} e a sobreposicédo de
todos os graficos na Figura (3.4) *’. Neste caso 100% de ruido significa que ndo ha mais

identidade no mapa de Kraus em tal evolugéo.

16 A porcentagem no sub-indice indica a intensidade do ruido que todos os termos do mapa receberam. No
caso mais geral, cada termo do mapa pode receber intensidades diferentes.
7 Temos que 8 = 6, + 0, porque ndo incorporamos o sinal negativo da Eq. (3.34) como fizemos na Eq.(2.12).
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Figura 3.2: Contagem de coincidéncias na saida do interferdmetro da Fig.(3.1) para
estado maximamente emaranhado de dois qutrits em funcédo de 8 (rad), dado pela
Eq.(3.37) para trés valores de t: t=0 (linha azul, Cme{0}), t=1/2 (linha roxa,
Cme{1/2}) e t=1 (linha marrom, Cme{1}).
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Figura 3.3: Contagem de coincidéncias na saida do interferémetro da Fig.(3.1) para
estado maximamente emaranhado de dois qutrits em funcdo de 6(rad) na presenca
de ruido de fase, dado pela Eq.(3.37) para trés valores de t: t=0 (linha azul,
Cmer100%{0}), t=1/2 (linha roxa, Cmer100%{1/2}) e t=1 (linha marrom, Cmer100%{1}).
Note que a visibilidade do padrao de interferéncia € menor e ndo comega no zero

da escala grafica.
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02+

0 2 4 6 8 1 »
Figura 3.4: Contagem de coincidéncias em funcdo de 6(rad) para o estado
maximamente emaranhado de dois qutrits [Figura (3.2)] e para o estado produto

qutrits [Figura (3.3)] para as operacgdes descritas em Eq.(3.37).

Para o caso de estado produto (Eg. (2.2)), obtemos as seguintes equacgdes para 0s

seguintes valores t=0, t=1/2 e t=1:

0 =0,+06, =0 t=1/2 =1 (3.38)
o T de | 2O L Lo

sendo a primeira idéntica a Eq.(2.25). Novamente, as partes oscilatérias da sequéncia de
equacdes sdo idénticas, a fase topoldgica fracionaria 2z/3 se manifestara em ambos 0s casos,
as amplitudes de oscilacdo caem bastante (visibilidade), mesmo na presenca de ruido maximo,

e se zerarmos o ruido Cp e Cprov Se igualam.
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Figura 3.5: Contagem de Coincidéncias na saida do interferémetro da Fig.(3.1) para
estado produto de dois qutrits em funcéo de 6(rad), dada pela Eq.(3.38) para trés
valores de t: t=0 (linha azul, Cp{0}), t=1/2 (linha roxa, Cy{1/2}) e t=1 (linha
marrom, Cp{1}).

2 4 6 8 10 12

Figura 3.6: Contagem de Coincidéncias na saida do interferémetro da Fig.(3.1) para

estado produto de dois qutrits em funcdo de 6(rad) na presenca de ruido de fase,
dada pela Eq.(3.38) para trés valores de t: t=0 (linha azul, Cpri00%{0}), t=1/2 (linha
roxa, Cprioo0e{1/2}) e t=1 (linha marrom, Cpri00%6{1}).
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Figura 3.7: Contagem das contagens em funcdo de 6(rad) para o Estado
Maximamente Emaranhado de dois qutrits [Figura (3.5)] e para o Estado Produto

qutrits [Figura (3.6)] para as operagdes descritas em Eq.(3.38).
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111 - CONCLUSAO

Neste trabalho, vimos que a fase topoldgica fracionaria (FTF), que pode ser medida
através do interferdmetro descrito na referéncia [12], se manifesta no estado quantico de dois
qudits sob uma operacdo unitaria ciclica, sendo o caso ideal para a sua medida o estado
maximamente emaranhado e o pior, estado produto, pois neste ultimo a visibilidade da
contagem de coincidéncias diminui drasticamente.

No Capitulo 3 demonstramos que a FTF da proposta experimental [12] é robusta a
ruido de fase. Este fato nos leva a crer que a fase topoldgica fracionaria é um candidato
realmente confidvel a implementacéo de algoritmos quanticos. Elementos insensiveis a ruidos
sdo centrais na comunicacdo quéantica, mais especificamente na codificacdo/decodificacéo de
criptografica quantica e implementacdo de algoritmos quéanticos, pois tais processos
“perturbam” o estado quantico, que se mostra extremamente sensivel durante a manipulagao
experimental.

Nossas perspectivas para os trabalhos futuros com base nesta dissertacdo s&o:
encontrar algebricamente uma formula mais simples para a contagem de coincidéncia
Eq.(3.34); implementar mais exemplos numéricos com novas fungdes para operacao unitaria
que leva a fases topoldgicas; incluir na descricdo o conceito de fase topoldgica para estados
mistos; desenvolver a teoria para outros tipos de ruidos; desenvolver experimentos épticos que

demonstre tais resultados.
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IV - APENDICES

APENDICE A - CURVAS

Neste apéndice temos como objetivo esclarecer o surgimento da fase geomeétrica
(angulo ndo-holondmico) do transporte paralelo de vetores sobre uma superficie curva, bem
como o vinculo desta fase com a curvatura da superficie. Seguindo este proposito, faremos uma
breve abordagem sobre superficie plana e superficie tridimensional para definirmos conceitos
como: Diedro e Triedro de Frenet, curvatura, torcdo, entre outros conceitos de Geometria
Diferencial no espaco euclidiano R? e R3. Ao leitor interessado nos pormenores deste assunto

sugerimos que consultem a referéncia [18], de onde retiramos os conceitos apresentados abaixo.

APENDICE Al — CURVAS PLANAS

Al.1 - Introducéo

Uma curva parametrizada diferenciavel do plano é uma aplicagdo a(t):I —» R?
associado a a(t) = (X(t),Y(t)) para cadat pertencente a um segmento | contido nos reais, t €
I C R, que caracteriza um ponto sobre a curva no plano. As funcdes X(t) e Y(t) sdo diferenciaveis
de classe €~ (diferencidveis em todas as ordens), sendo t o parédmetro da curva a e a(l) 0

traco de a, ou seja, o subconjunto de R? de todos os pontos de a(t) tal que t € I.

Figura Al: Exemplo de vetores unitéarios ao longo da curva a(t).

O chamado vetor tangente @ o em t € obtido pela primeira derivada

a'(t) = (X'(t),Y'(1)) (ALI)
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e dizemos que a(t):1 — R? é regular se a'(t) # 0 paraqualquer t € I, como mostra a Figura
Al. Deste vetor podemos determinar o vetor unitario por u = a'(t)/|a'(t)| e que caracteriza a

reta tangente a « em um determinado ponto t, € I:
T(r) = a(ty) + ru(ty) ,r € R. (Al.2)

Fixando to e t; do intervalo I, calculamos o comprimento de arco da curva « de to

aty por
I @)]de, (AL.3)
e a partir desse conceito definimos a fungdo comprimento de arco da curva a a partir de to por
s(t) = ft2|a'(t) |dt. (Al.4)

A curva regular a(t): I - R? é dita parametrizada pelo comprimento de arco se

o (AL.5)
f la'(0)|dt = ¢, — ¢t,,
t

0

com to, ty €l ety < t;. E evidente que a condigdo s'(t) = |a'(t)| = 1 satisfaz tal definigo,
mas todas as curvas que nao satisfizerem tal condicdo podem ser reparametrizadas de modo que
a curva de traco idéntico seja parametrizada pelo comprimento de arco. E vantajoso trabalhar
com curvas parametrizadas pelo comprimento de arco pela facilidade na identificacdo dos

conceitos a serem definidos mais a frente.
Al.2 — Teoria Local das Curvas, Formula de Frenet

Seja a(s) = (X(s),Y(s)), s €I, uma curva regular parametrizada pelo

comprimento de arco. Para cada s € I, a'(s) € o vetor unitario que denotaremos por
t(s) = (X'(s), Y (5)). (AL6)

Seja n(s) um vetor unitario ortogonal a t(s), também chamado vetor normal a a,
tal que a base ortogonal de R? formado por t(s) e n(s) tenha a mesma orientacdo que a base

candnica e; = (1,0) e e, = (0,1) de R?. Se escrevermos
n(s) = (=Y '(s), X (s)), (AL7)

veremos que o produto interno entre t e n sera nulo como definido anteriormente
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< t(s),n(s) >=X'(s)Y'(s) = Y'(s)X'(s) = 0. (A1.8)
O vetor normal caracteriza a reta normal & « em um determinado ponto s, € I:

N(r) = a(sy) + rn(sy) ,r € R. (A1.9)

P a(s)
a” (.S')

Figura A2: Exemplo de vetores tangente e normal a curva a(s) no ponto P.

Vemos também o vetor a"(s) que aponta para o centro da curva.

O conjunto {t(s),n(s)} forma o referencial chamado Diedro de Frenet da curva a

em s e satisfaz as Férmulas de Frenet:

t'®) = k(s)n(s), (A1.10)
n'(s) = —k(s)t(s),

onde o produto interno
k(s) = <t'(s),n(s) >=<a’(s),n(s) > (A.11)

éacurvaturade o emse a(s) é também chamado de vetor curvatura (veja um exemplo destes
vetores na Figura A2). A funcéo |k(s)| = |a"(s)| indica a velocidade com que a reta tangente

muda de direcdo, ou seja, |k(s)| € uma velocidade angular como veremos. Se k(s) # 0, a

quantidade p(s) = ﬁ é denominada raio de curvatura de @ em s e o circulo de raio p(s) e

centro

1
k(s)

é denominado circulo osculador, sendo c(s) o centro de curvatura de @ em s (veja um exemplo

(A1.12)

c(s) =a(s)+ n(s)

na Figura A3).
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Circulo

' Raio de
4
' Curvatura | Centro de

Curvatura

Tangente comum
Reta Normal

Figura A3: Circulo Osculador de « em um ponto qualquer [29].
Al.3 -Teorema Fundamental das Curvas Planas

O Teorema a seguir mostra que a curvatura define uma curva plana a menos de sua
posicdo no plano. Facamos uma demonstracdo simplificada de tal resultado.

Teorema: Dada uma funcdo diferenciavel k(s), s € I C R, existe uma curva regular
a(s), parametrizada pelo comprimento de arco s, cuja curvatura é k(s).

Demonstracdo: Se a curva é parametrizada pelo comprimento de arco, ou seja,

|a'(s)| = 1, podemos definir
|a'(s)| = [cos?(8(s) + A) + sin?(6(s) + 1)]*/2 (A1.13)

e assim determinar a curva alfa como

a(s) = (XO + f cos(8(s) + 1) ds , Yy + J sin(6(s) + 1) ds) (AL.14)
Usando o Referencial de Frenet
a'(s) = t(s) = (cos(8(s) + 1) , sin(0(s) + 1)) (AL.15)
n(s) = (=sin(8(s) +A) , cos(8(s) + 1))
e as Formulas de Frenet
t'(s) = k(s)n(s) = a"(s) = 6'(s)(—sin(8(s) + 1) , cos(O(s) + 1)) (A1.16)

concluimos a partir dessas ultimas equacdes que
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0(s) = fSSO k(s)ds (A1.17)

S

s
= f <t(s),n(s)>ds = f <a'(s),n(s) >ds
s

0 So

é uma fase geométrica Unica ao fixarmos as condi¢@es iniciais, garantindo assim que a(s)
também seja Unica, conforme nos assegura o teorema de existéncia e unicidade de Equagéo
Diferencial Ordinéria. Se a(s) e B(s) possuem a mesma curvatura, entdo podemos efetuar um
movimento rigido positivo, ou seja, uma rotacdo R e uma translacdo T que preservam a
orientacdo da curva, tal que a(s) = (R T)B(s). m

Note de Eq. (A1.17) que 6(s) é uma fase caracterizada pela funcdo curvatura que
por sua vez também caracteriza a curva no plano Eq. (A1.14). Note ainda que a curvatura pode
ser interpretada geometricamente como a taxa de variacdo do angulo que a reta tangente faz
com a horizontal, ou seja, a “velocidade angular” que a reta tangente muda de direcdo. Este
resultado é central para o entendimento de transporte paralelo de vetores tangentes as

superficies. Por fim, observe que poderiamos usar fungdes complexas como a Férmula de Euler

) em vez das fungdes seno e cossenos para definirmos |a'(s)| na equagdo Eq. (A1.13).
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APENDICE A2- CURVAS NO ESPACO R3

Para curva tridimensional regular parametrizada pelo comprimento de arco a: I —
R3, construimos um referencial ortogonal chamado Triedro de Frenet, {t(s),n(s), b(s)}, em

um ponto a(s) = (X(s),Y(s),Z(s)) sobre acurva, s € I, efetuando os calculos

t(s) = a'(s) : vetor tangente unitario, (A2.18)
n(s) = a’(s)/k(s) : vetor normal,

b(s) = t(s) x n(s): vetor binormal.
O Triedro de Frenet obedece a Formula de Frenet:

t'®) = k(s)n(s), (A2.19)
n'(s) = —k(s)t(s) — 1(s)b(s),
b'(s) = t(s)n(s),
tal que k(s) = |a"(s)| é a curvatura e t(s) =< b'(s),n(s) > é ator¢io de a ems.

Do triedro de Frenet definimos os seguintes planos a partir dos pares de vetores:

{t(s),n(s)} : pano osculador, (A2.20)
{t(s),b(s)} : pano retificante (plano tangente),

{n(s),b(s)} : pano normal.

plano osculador

plano normal

plano rectificante

Figura A4: Planos formados pelos pares de vetores do Triedro de Frenet de uma

curva sobre a superficie [30].
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Na Figura A4 vemos uma superficie X que contém uma curva onde tais planos estdo esbogados.
Geometricamente k(s) mede a velocidade com que o Plano Tangente varia e 7(s) mede a
velocidade com que o Plano Osculador varia ao deslizarmos sobre a curva.

O Teorema Fundamental das Curvas (TFC) no espaco nos afirma que dado uma
curvatura e uma tor¢do podemos definir uma curva no espaco a menos de sua posi¢ao no espago.
Como essa afirmativa é semelhante ao (TFC) no Plano, vamos apenas enunciar o Teorema para
0 R® e remeter a demonstragéo para [18].

Teorema: Dada as func¢des diferenciavis k(s)>0 e 7(s), s € I C R, existe uma curva
regular a(s) parametrizada pelo comprimento de arco, tal que k(s) é a curvatura e 7(s) é a

torcdo de a ems.
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APENDICE B — SUPERFICIES

APENDICE B1- CURVATURAS DE UMA SUPERFICIE, GEODESICAE
ANGULO NAO-HOLONOMICO

Seja X uma superficie como mostra a Figura A4. A cada ponto P de X existem duas
direcbes ortogonais, ditas diregdes principais, uma de curvatura maxima (k,,,,) € outra de
curvatura minima (k,,;,) associadas, respectivamente, aos raios de curvaturas minimo (R,,in)
e maximo (R, ). Destas curvaturas definimos duas curvaturas associadas ao ponto P de X,

que sdo chamadas de curvatura de Gauss (K) e de curvatura média (H):

1 kmax + kmin (51.21)
K = kpmax kmin = R Re H= — 5

sendo K a taxa de variagdo do plano tangente, que também pode ser medida a partir da taxa de
variacdo do vetor normal quando estdo bem definidas as curvas que passam por P nas direcdes

principais. A taxa de variacdo do vetor tangente associado a direcdo qualquer, é dada por

k(1) = kimax COSZ(/") + Kpnin Sin? (), (B1.22)

onde u é o angulo medido a partir da direcdo de curvatura maxima.
Do estudo destas duas curvaturas surgem as seguintes definicdes para 0s pontos

sobre a superficie:

(1) K =0e H = 0: planar (B1.23)
(i) K = 0 e H # 0: parabdlico

(iii) K > 0: eliptico

(iv) K < 0: hiperbolico

Neste contexto definimos geodésica como sendo a menor distancia entre dois
pontos. Percebemos que o Teorema de Pitagoras deixa de ser valido em muitos dos casos em
que as curvaturas séo diferentes de zero e consequentemente a regra em que a soma dos angulos
internos de um triangulo é igual a 180° também deixa de ser valido para os triangulos sobre a
superficie. I1sso ocorre devido ao fato de a geodésica entre dois pontos quaisquer nao ser mais
uma linha reta na maioria dos casos, pois, para interligarmos os dois pontos por um segmento
de reta, teriamos que furar ou “voar” sobre a superficie em vez de “caminhar” sobre ela. Uma

maneira facil de notarmos esses resultados é desenhar o triangulo geodésico sobre diversas
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superficies fazendo uso de uma régua flexivel, medir os angulos internos do tridngulo-

geodésico e soma-los, como exemplifica a Figura B1 abaixo.

n

H

) Ha H3 It Hi3

Figura B1: llustracdo de Tridngulos-Geodésicos sobre superficies de curvatura
negativa (sela), nula (plano euclidiano) e positiva (esfera) respectivamente da

esquerda para a direita.

A integral de superficie da Curvatura de Gauss fornece a quantidade angular
desviada dos tradicionais 180° da soma dos angulos internos ao triangulo euclidiano quando

integramos sobre o Tridngulo-Geodésico:

B1.24
Z,uj =m+ # K dA. ( )
i c=0%

Tal desvio angular € uma manifestacdo da curvatura e esta diretamente conectado com o angulo

n&o-holondmico do transporte paralelo 8 sobre a superficie

(B1.25)
0(C) = # K dA.
C=0%
Localmente, toda superficie regular X pode ser associada a uma esfera S? por meio
de uma parametrizacdo chamada Aplicacdo Normal de Gauss. Entdo, em vez de estudarmos o
transporte paralelo diretamente em X podemos fazer uso do transporte paralelo sobre a esfera.
Esse resultado é interessante porque conhecemos bem as propriedades da casca esférica como,

por exemplo, o vinculo da fase geométrica (angulo ndo-holonémico) com o angulo sélido.

18 podemos efetuar o transporte paralelo de um vetor tangente a uma curva fechada sobre a superficie se
deslizarmos este pela curva mantendo-o constante em relagdo ao vetor normal a superficie, ou seja, mantendo
o angulo reto com o vetor normal e sem promover giro em torno este. Ao final do processo se existir um
angulo entre o vetor final e inicial dizemos que estes sdo ndo-holénomos, caso contrario dizemos que sdo
holénomos (podem receber o “mesmo nome”, ou ainda, que sdo o mesmo). O angulo entre o vetor inicial e
final é chamado de dngulo ndo-holonémico.
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Finalizaremos aqui nossa breve introducdo a Geometria Diferencial por acreditar que os
objetivos de apresentar o vinculo da curvatura com o angulo ndo-holonémico, Eq.(B1.25), foi

realizado. Para maiores detalhes sugerimos a bibliografia [18].
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APENDICE C - DEMONSTRACOES E JUSTIFICATIVAS

APENDICE C1 - PROPOSICAO

O operador de fase condicionado a polarizacdo aplicado ao estado de
caminho do foton (p|
AT (C1.26)

Ko

é um operador de Kraus ndo normalizado. °

Demonstrac@o: Para comprovar esta proposi¢do basta mostrarmos que este operador pode
satisfazer um mapa completamente positivo, preservando assim o traco por meio de sua
propriedade ciclica. Note que o operador da proposic¢éo se torna a Identidade para a polarizacao
horizontal (parte com somatorio na equacao abaixo) e se torna o operador ruido de fase de um-
qubit conhecido na literatura [13] para as polarizagdes verticais

Ny (C1.27)
Ko = Z el =1, - 1T, = NI,
p:
. oq
Ko =e™rlpXpl =K, ~ KK, =Nl ,

onde Nr € o nimero de caminhos definidos pelas fendas que o foton passa; O, sdo operadores
no espaco do grau de liberdade de caminho do féton e | é a identidade em todo o espaco vetorial
de cada féton. Entdo, abrindo a soma dos indices mudos e usando Delta de Kronecker podemos

escrever o operador como

Kqo = 1465 + K467, (C1.28)
tal que
+ — t + gt e —
Koo Kga = Kqu ' Kqu + Kqv ' Kquv = 131 + K" Kg = 2Ngl . (C1.29)
|
Para o estado de dois-fotons temos que a constante de normalizacéo serd (2Ny)?
pois

19 Em todas as equacdes usaremos a Convengédo da Soma de Einstein, ou seja, indice repetido em somente um
dos lados da igualdade significa que existe um somatério sob este indice repetido, também chamado de indice
mudo por ndo alterar as propriedades da equagdo se trocarmo-los por outro de mesma natureza.
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(KhaTKha)S®(Kiﬁ+Ki/g)I = (ZNf)2]S®]I (C1.30)

Entretanto, em vez de usarmos constantes de normalizacdo ao definirmos um Operador de
Kraus, podemos definir uma probabilidade cléassica p; que pondera o estado misto resultante

do mapa

R (C1.31)
e(p) = z pMipM;T . pMIM; =1
i=0

em que 1 < R < d?, onde d? é a dimenséo da matriz densidade. Isso nos diz que podemos ter

até d? +1 operadores, sendo a identidade um dentre eles.
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