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Resumo

O objetivo deste trabalho é o estudo tedrico das propriedades mecanicas de uma mono-
camada de grafeno, utilizando como ferramenta a teoria do funcional da densidade (DFT).
Submetemos a folha de grafeno a tensoes uniaxiais nas dire¢oes armchair e zigzag. Anal-
isamos o comportamento da curva de tensao versus deformacao no regime elastico. Ao
analisarmos o regime linear da curva tensao versus deformagcao, obtivemos valores muito
precisos para o médulo de Young. Apresentamos também uma primeira andlise de uma
grandeza muito conhecida na mecanica do continuo, a razao de Poisson. Como um
primeiro resultado, analisamos o comportamento da razao de Poisson quando essa é sub-
metida a diferentes tensoes nas diregoes armchair e zigzag. Mostramos que nossos calculos
estao de acordo com os experimentos, e concluimos que a teoria do funcional da densidade

é uma excelente ferramenta para o estudo de propriedades mecanicas do grafeno.



Abstract

The goal of this work is a theoretical study on mechanical properties of monolayer
graphene, using as tool the density functional theory (DFT). We submit the graphene
sheet to uniaxial tension along armchair and zigzag directions. We analyze the behavior
of the stress-strain curve in the elastic limit. We also show that in the linear regime of
the stress-strain curve the obtained values are very accurate for the Young’s modulus.
We also present an analysis of the Poisson ratio as a function of strain in the armchair
and zigzag directions. Our calculations are in good agreement with experiments, and we
conclude that the density functional theory is an excellent tool for the study of mechanical

properties of graphene.
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1 Introducao

A obtencao experimental do grafeno feita por A.Gein e K.Novoselov [1] em 2004 foi
algo que surpreendeu a comunidade de materiais. Isso se deve ao fato de ser o primeiro
material bidimensional obtido experimentalmente. O trabalho feito por Gein e Novoselov,
possibilitou uma nova gama de estudos, tanto para o entendimento das propriedades fisicas
desse material, quanto para inovagoes tecnoldgicas [2][3]. Esse trabalho foi itil também

na obtencao de outros materiais bidimensionais.

A area de estrutura eletronica se dedica no entendimento das propriedades fisicas dos
materiais, e hoje encontramos um grande ntimero de trabalhos cientificos discutindo as
propriedades fisicas do grafeno [4]. Experimentos em que se aplicam tensoes em mem-
branas de grafeno [5] nos motivaram a analisar qualitativamente e quantitativamente

as propriedades mecanicas do grafeno utilizando A Teoria do Funcional da Densidade

(DFT).

Como uma primeira iniciativa do grupo de estudar as propriedades mecanicas de nano-
materiais utilizando o formalismo da Teoria do Funcional da Densidade, este trabalho
além de mostrar que é uma 6tima ferramenta para esse tipo de céalculo ao apresentarmos
os resultados, serve também para orientar o leitor e pesquisadores da area sobre os cuida-
dos necessarios com relacao aos critérios de convergéncia a serem tomados nesse tipo de
calculo. Muitas vezes esses critérios sao deixados de lado por pesquisadores e alunos da

area.

Comecgaremos nosso estudo, no capitulo 2, fazendo uma breve introducao a histéria do
grafeno e discutimos de forma sucinta sua geometria. Apresentamos ainda neste capitulo,
uma descrigdo do experimento realizado por Lee et al. [5] e os resultados obtidos por eles

ao analisarem a resposta elastica uniaxial dada pela curva tensao-deformacao.

Em seguida no capitulo 3, faremos uma pequena revisao bibliografica dos conceitos

bésicos de Mecanica do Continuo, que é fundamental ao estudo de propriedades mecanicas
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de fluidos e sélidos. No estudo de propriedades mecanicas de materiais nanoestruturados,
nao podemos sempre considera-los como arranjos periodicos de atomos, mas por vezes
como um meio continuo. Isso justifica a utilizagao de conceitos bésicos caracteristicos da

Mecanica do Continuo.

No capitulo 4, comecamos fazendo uma introdugao ao problema eletronico usando a
aproximac¢ao Born-Oppenheimer e discutindo a estatistica de Fermi-Dirac. Em seguida,
apresentamos a ferramenta fundamental deste estudo: A Teoria do Funcional da Den-
sidade (DFT). Apresentamos os conceitos fundamentais do formalismo da DFT e a for-
mulagao de Kohn-Sham. Nesse formalismo definimos o potencial de troca e correlagao e as
aproximacoes utilizadas na literatura para o mesmo. O formalismo da DFT é fundamental
para a determinagao de propriedades eletronicas e mecanicas de materiais nanoestrutu-
rados. Apresentamos ainda a teoria de pseudopotenciais e faremos uma breve introducao
do programa SIESTA (Spanish Initiative for Eletronic with Thousand of Atoms) onde

efetuamos todos os cdlculos deste trabalho.

Por fim, nos capitulos 5 e 6, faremos uma discussao dos resultados obtidos e apre-

sentaremos as perspectivas para trabalhos futuros.
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2 Grafeno

2.1 Introducao

O grafeno é um material previsto ha muitos anos, mas a obtencao experimental deste
material veio somente em 2004 por um grupo de fisicos da Universidade de Manchester
[1], liderado por Andre Gein e Kostya Novoselov. Em 2010, tanto Gein quanto Novoselov
foram agraciados com o prémio Nobel em fisica por seus trabalhos. O grafeno foi identifi-
cado devido ao efeito 6tico que ele criou no topo de um substrato de SiOs, que permitiu
sua observacao por meio de ferramentas dticas [1]. A razao pela demora para a extragao
da camada de grafeno, se deve a dois fatores: (i) ndo se esperava que o grafeno existisse
em um estado livre; (ii) a dificuldade experimental por ndo possuir uma ferramenta ca-
paz de procurar filmes finos de uma camada [6]. Uma folha de grafeno é um material

bidimensional constituida por atomos de carbono e este é mostrado na figura 2.1.

—
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Figure 2.1: Estrutura do grafeno 2D. http://pt.wikipedia.org/wiki/Grafeno.

O grupo de Gein e Novoselov extrairam uma monocamada de atomos de carbono do
grafite usando a técnica de clivagem micromecanica [7]. Esta técnica consiste na clivagem

da camada superior de um cristal de grafite, que em seguida é transferida para a superficie
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de outro substrato (por exemplo SiO). O sucesso da técnica se deve as camadas de
carbono do grafite serem ligadas fracamente por forcas de Van der Waals. Assim, foram

capazes de produzir grafeno com excelentes qualidades [8].

O grafeno é tido como a matéria prima de varios alétropos de carbono, como fulerenos,
nanotubos de carbono e grafite. O grafeno é considerado o ponto de partida para se
definir essas estruturas. Fulerenos sao moléculas nas quais os atomos de carbono sao
arranjados esfericamente e do ponto de vista fisico, possuem dimensao zero (0D). Eles
podem ser construidos teoricamente através da introducao de pentagonos em uma folha de
grafeno, o que é visto como um defeito e causa uma curvatura positiva [9]. Os nanotubos
de carbono sao construidos abstratamente através do enrolamento da folha de grafeno
ao longo de uma dada diregao, contendo apenas hexagonos, podendo ser tratados como
objetos unidimensionais (1D) [10] [11]. O grafite consiste de folhas de grafeno empilhadas
(estrutura 3D), acopladas por forgas de Van der Waals. A figura 2.2 mostram esses

materiais com mais detalhes.

Figure 2.2: Nanoestruturas de carbono: grafeno no topo a esquerda, grafite no topo a direita, nanotubo
de carbono abaixo a esquerda e fulereno abaixo a direita. A. H. Castro Neto, F. Guinea, N. M. R.

Peres, K. S. Novoselov, A. K. Geim; The Electronic Properties of Graphene [12].

A diversidade estrutural do grafeno é refletida nas suas propriedades eletronicas. A
hibridizacao sp? entre um orbital s e um orbital p conduz a uma estrutura planar trigonal
com a formacao de ligagoes o entre atomos de carbono separados por uma distancia

a = 1.44A. Asligacdes o sio responsdveis pela robustez da estrutura cristalina do grafeno,
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sendo as ligagoes mais fortes em um sélido. O orbital p perpendicular a estrutura planar

pode se ligar a orbitais equivalentes em atomos de carbono vizinhos formando ligagoes .

O controle das propriedades fisicas e estruturais do grafeno pode ser estendido em
novas diregoes permitindo a criacao de sistemas a base de grafeno. Um exemplo seria
o grafeno com propriedades supercondutoras e magnéticas como mostrado em [13]. O
entendimento e o controle das propriedades desse material podem abrir portas em varias

areas tecnologicas.

2.2 Geometria

A estrutura do grafeno é hexagonal, semelhante a um favo de mel. Os vetores da rede

real podem ser escritos da forma
a1 = —al|i+ —J ay = —al|i— —j|, (2.1)

onde a é o parametro de rede de valor aproximado a = 1,44 A. Os vetores da rede reciproca

do grafeno sao dados da forma

T - I v PO
b1:3—Zi+\/§j by = =2 |7 — V35 . (2.2)

Esses vetores sao esbocados a seguir na figura 2.3.
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Figure 2.3: A figura a esquerda mostra a estrutura cristalografica do grafeno com seus vetores de rede

==
x Y

— —

1 e a3 no espago real e os vetores §; dos trés primeiros vizinhos de um dos dtomos de carbono na célula
primitiva. A figura a direita mostra a primeira zona de Brillouin, com os vetores da rede reciproca bq
e by e os pontos de alta simetria I', M, K, K’; A. H. Castro Neto, F. Guinea, N. M. R. Peres, K. S.

Novoselov, A. K. Geim; The Electronic Properties of Graphene [12].
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E de particular interesse para fisica do grafeno os dois pontos K e K’ nao equiva-
lentes nas bordas da zona de Brillouin do grafeno. Nestes pontos situam-se os pontos de
Dirac, essenciais no estudo da dispersao eletronica, contetido que nao sera estudado nesse

trabalho pois estamos interessados por ora nas propriedades mecanicas desse material.

Apresentamos em seguida o experiento que nos motivou a estudar as propriedades

mecanicas da membrana de grafeno aplicando tensoes uniaxiais.

2.3 Experimento: Medicao de Propriedades Elasticas

no Grafeno

O grupo de pesquisadores formado por Changgu Lee, Xiaoding Wei, Jeffrey W. Kysar
e James Hone mediram as propriedades elasticas de uma monocamada de grafeno pela

técnica de nanoidentagao através de um microscépio de forca atomica (AFM) [5].

Para esse estudo, eles utilizaram um substrato de silicio (Si) com varios furos circulares
com diametros de 1.0um e 1.5um ambos com profundidade de 500.0nm separados a uma
distancia de 5.0mm. Sobre o substrato a uma fina camada de diéxido de silicio (SiO,)
de aproximadamente 300.0nm. Os flocos de grafeno foram depositados mecanicamente
sobre o substrato. A microscopia ética foi usada para encontrar flocos de monocamada
de grafeno. Confirmou-se a monocamada de grafeno pela espessura dos flocos de grafeno

no substrato através da técnica de Raman. Isto é mostrado na figura 2.4.

A figura 2.4A mostra varios flocos de grafeno depositados sobre o substrato de Si. O
modo de nao contato entre a ponta de AFM e a monocamada de grafeno é mostrado na
figura 2.4B. Isso revela que o grafeno adere verticalmente a parede do orificio de
2 a &~ 10nm devido a interagao de van der Waals entre o grafeno e o substrato. A figura
2.4C mostra uma visao esquematica da nanoidentacao da membrana de grafeno. A figura

2.4D mostra uma imagem de AFM onde mostra a fratura devido a nanoidentacao.
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Figure 2.4: Imagem da membrana de grafeno. (A) Imagem de uma micrografia eletroénica de um floco
de grafeno sobre os diversos furos no substrato de Si. A drea I mostra um buraco parcialmente coberto
por grafeno, a drea II mostra um buraco totalmente coberto por grafeno e a area III é uma fratura devido
a identagao. (B) Imagem do modo sem contato da AFM sobre o floco de grafeno. A linha azul escura é
um perfil de altura da linha tracejada. A altura do degrau a bordo da membrana é de cerca de 2.5nm.
(C) Visdo esquemética da membrana de grafeno. (D) Imagem de AFM da fratura da monocamada de
grafeno; C. Lee, X. Wei, J. W. Kysar e J. Hone; Measurement of the FElastic Properties and Intrinsic

Strength of Monolayer Graphene [5].

O experimento foi realizado até o limite de ruptura da membrana de grafeno. Eles
obtiveram que a constante de rigidez do grafeno supera a de qualquer outro material ja
existente. A resposta da curva tensao-deformagao do grafeno se estende até o regime nao
linear. Mas no limite eldstico, isto é, reversivel!, a resposta eldstica sobre tensoes uniaxiais
obtida pelo grupo de Lee foi

o =Ye+ De?, (2.3)

onde o € a tensao, € a deformacao, ¥ o médulo de Young e D um médulo de elasticidade

efetivo.

INa realidade, ao aplicarmos tensdes em materiais mesmo que essas sejam pequenas, nenhum material
tende a voltar a sua configuracao original. Ao retirarmos as forcas aplicadas, o material vai para uma
configuracao préxima a da configuragao inicial, entao como uma boa aproximacao, podemos considerar

esse processo como reversivel.
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Os valores obtidos no experimento para os médulos de elasticidade foram
Y = (340 £50)N/m e D = (—690 £ 120)N/m. Para melhor entendimento de como essas
grandezas aparecem no estudo de propriedades mecanicas de sélidos e como essas sao

definidas, faremos agora uma revisao dos conceitos basicos da Mecanica do Continuo.
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3 Mecanica do Continuo

3.1 Introducao

Para o estudo das propriedades mecanicas do nosso cristal, consideraremos inicialmente
esse nao como um arranjo periodico de atomos, mas sim como um meio continuo. Essa
aproximacao ¢ valida em geral para ondas elasticas com um comprimento de onda maior
que 107%m, o que corresponde a frequéncias entre 10! e 10'?Hz[14]. Este campo da
fisica que estuda meios continuos é conhecido como Mecanica do Continuo e descreve a

dinamica de fluidos e sélidos deformaveis.

A Mecanica do Continuo estuda o movimento e interagao de sistema com uma infinidade
de particulas em um limite onde supomos que para cada elemento infinitesimal de volume
dl', hd uma quantidade tao grande de particulas que podemos expressar a densidade de
massa p(X,t) como uma fungao continua suficientemente bem comportada dos pontos do
espaco e dos instantes de tempo. O nimero de graus de liberdade desses sistemas com
infinitas particulas é claramente infinito, e a descricao de tais sistemas se faz através de
campos. No caso de p(x,t) temos um campo escalar, mas muitos outros campos sao
necessarios para se descrever um meio continuo. Por exemplo, no caso de uma grandeza
necessaria para descrever um fluido, precisamos de um campo vetorial de velocidades
U(x,t). No caso de um sélido deformével os pontos materiais do corpo podem ter as
distancias entre elas modificadas quando submetidas a forcas externas. Necessitamos aqui
de um campo de deformagoes, onde definiremos este como (x,t). Se as forgas aplicadas
causam pequenas deformagoes nos sélidos, obtemos uma resposta linear das tensoes em
fungao das deformagoes do corpo (essencialmente estamos no limite da boa e velha Lei
de Hooke). Quando as deformagoes se tornam tao altas que a lei de Hooke deixa de ser
satisfeita, dizemos que entramos em uma regiao nao linear, onde essa regiao se divide em

uma parte de deformacao elastica e uma parte de deformacao plastica do sistema.

A regiao eléstica, teoricamente, é uma deformacao temporaria que é totalmente recu-

perada quando as forcas externas sao removidas. A deformacao pldstica é permanente,
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mesmo quando retiramos as forcas externas. Isso ocorre devido ao aparecimento de forcas
Essas forcas internas sao

internas na tentativa de se restaurar o equilibrio mecanico.

forcas de interacao entre as moléculas do sélido, e uma vez que estas atingem um certo

limite, residuos dessas forcas internas permanecem no material, o que torna impossivel a

recuperacao deformada. A figura 3.1 mostra uma grafico tipico tensao versus deformacao
para metais, onde o é a tensao aplicada e € a deformacao. Note que é dificil especificar
claramente o ponto em que a curva tensao deformacao se desvia da linearidade e entra
na regiao plastica. Em engenharia é muito comum definir o limite de escoamento como
a intersecao da curva de deformacao como uma reta paralela a parte elastica, deslocada

em 0,2% no eixo de deformagao. O limite de escoamento representa a tensao nescessdria

para gerar essa pequena quantidade (0,2%) de deformacao permanente.

40 oo k-

300 F

a(MPa)

§

=
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g
=
[~
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=
=

Figure 3.1: Gréfico tensao deformacdo para o aco; James F. Shackelford; Ciéncia dos Materiais; 6th

ed, Pearson / Pretice Hall (2008) [15].

Considere um soélido deformavel na forma de um paralelepipedo retangular de medidas
iniciais dada pelo comprimento L, espessura d e altura h, submetidos a forca de tracao F

perpendiculares a sua secao transversal AS = h.d como podemos ver na figura 3.2.
—
F
—>

=

L

Figure 3.2: Paralelepipedo sujeito a tracio F.
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A resposta tipica do sistema pode ser resumida na seguinte forma:

L— L = L'=L+AL AL >0
d—d = d =d+ Ad Ad <0
h— K — h =h+ Ah Ah <0

Definimos %, %l e % como a deformacao relativa em cada eixo. Definimos também a

grandeza tensao como for¢a por unidade de drea da segao transversal e obtemos a relagao

F
= — 3.1
onde o ¢é a tensao no material. Note que a tensao tem a mesma dimensao de pressao que
é medida em pascal (1Pa = N/m?) no Sistema Internacional (SI). A lei de Hooke pode

ser escrita da seguinte maneira

_F AL
AS L

onde Y é a tensao por deformacao relativa, conhecida como médulo de Young. Assim,

g

(3.2)

o modulo de Young Y tem dimensao de pressao. Podemos definir também a razao de
Poisson () como a razao entre a deformagao na regiao perpendicular a tensao aplicada

(regiao transversal) e a deformagcao na regiao onde a tensao é aplicada (regiao axial)

deformagao na regiao transversal

= 3.3
g deformacao na regiao axial (3:3)
que para o nosso paralelepipedo resulta em
Ah  Ad AL
_— — = —]) — 3.4
hood L (3:4)

onde a razao de Poisson é uma quantidade adimensional e assume os valores entre 0 e 1/2

[16].

Consideremos inicialmente a deformacao ao longo de uma haste fina na direcao = de
comprimento inicial L como mostra a figura 3.3. Supomos que a haste sofreu uma de-
formacao homogénea medida pelo campo vetorial unidimensional «(x,?). Assim, pela

figura, vemos que

AL _ u(z+dz,t) —u(z,t)  OJu
L dx C 0x

Portanto,

=Y —. .
o e (3.5)

No que se segue, generalizaremos essa teoria para mais dimensoes.
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—
F
—>

X x+dx

X

Figure 3.3: Haste deformada por uma forca de tracio F ao longo do eixo x.

3.2 Tensor Tensao

Considere um sélido deformével de volume I'. Ao se efetuar uma deformagao através
de forcas de tracao, forcas internas restauradoras surgem com o objetivo de trazer o corpo
de volta a sua configuracao de equilibrio. Essas forcas internas atuam em seus elementos
vizinhos. Como exemplo, considere um elemento infinitesimal I' = dzdydz contido em

um sélido de volume I" mostrado na figura 3.4.

ZA

Figure 3.4: Sélido com volume I' submetido a tensoes.
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A tensao t; é a forca por unidade de area aplicada na diregao é;. Com base em um

estudo de andlise vetorial, podemos escrever qualquer vetor como uma componente de
um tensor de segunda ordem o. Uma hipdtese bésica da mecanica do continuo é supor a
existéncia de um campo tensorial de 2* ordem (tensor ou operador de tensoes)[16] definido
sobre o meio continuo, tal que

?@i) = t:
Portanto, para qualquer elemento de area infinitesimal dS sobre a fronteira de um volume

0I" no interior do corpo, temos que
7 (dS) = & (dSh) = 7 (h)dS = tdS = dF

onde dF é efetivamente a forca de tensao aplicada sobre um elemento de éarea dS. As
componentes do tensor tensao na direcao do vetor normal ao plano e na dire¢ao ortogonal
ao vetor normal sao conhecidos respectivamente como tensao normal e tensao de cisa-
lhamento em relagao a uma determinada face do volume. As componentes 0'; do tensor
de tensdo 0" em relacao a base ¢€;, podem ser escritas como

7 (&) =t; = &0, (3.6)

Adotamos aqui a convencao da soma de Einstein onde ha uma soma implicita nas trés
componentes ao aparecerem indices repetidos. A notacao utilizada aqui é diferente das
encontradas em muitos livros textos (o fato de trabalharmos com indices em cima e em
baixo), mas essa tem a mesma validade, por trabalharmos sempre em um sistema de
coordenadas cartesiano. Isso quer dizer que vetores contravariantes, covariantes e mistos

possuem a mesma validade nesse sistema, pois se tranformam da mesma forma.

Suponhamos que além das forcas de tensao sobre o material, haja a acao de forgas ex-
ternas sobre o corpo (campo gravitacional, campo magnético, etc...). Designaremos essas
forcas por um campo b(x,t) com dimensdes de forca por unidade de massa (aceleracao)
no meio em que possa depender da posicao e do tempo. Um fato importante nessa andlise
é que as tensoes internas do corpo nao contribuem. As tensoes internas nas faces comuns

dos elementos infinitesimais do volume adjacetes se anulam. Assim, a forca total sobre o

solido pode ser escrita como a soma das contribui¢oes dos elementos de volume e area

P / pbdl + [ 5 (d3), (3.7)
I or

onde denotamos como OI' a fronteira do volume I'. Mesmo que esteja em um formato

diferente, a equagao acima ¢é por si s6 a sequnda Lei de Newton.
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Uma deformacao infinitesimal do corpo pode ser escrita através de um campo de veloci-
dades ¥(x,t), assim como um fluido. Portanto, a densidade volumétrica de quantidade de
movimento do meio continuo pode ser escrito como 7 = pv' de modo que a segunda Lei

de Newton pode ser expressa globalmente como

dP . - =
r r : .
= dt{/pvd } /Fbpd + . o’ (dS) (3.8)

Levando em conta que dm = pdl’ nao varia com o tempo, podemos escrever

/ &Y pdl = / bpdl + [ & (dS). (3.9)
r or

Multiplicando a equacao escalarmente por é;, encontramos

dv; PG
/ v de:/bide+/ é;.°a (dS). (3.10)
r dt r or

Lembrando da definicao intrinseca do transposto de um operador, vemos que

TT(&).dS = &% (dS).

Assim, utilizando o teorema da divergéncia, podemos esrever

dv;
/{dip—bip—v.f?}dfzo, (3.11)
T

onde <_>T( ;) = tI'. Tomando o campo de aceleracoes dado por
L dvu
a=—,
dt

podemos escrever uma forma local para a equacao (3.11) conhecida também como Equagdo
de Cauchy
V.t" = pla; — bi). (3.12)

)

Podemos calcular o torque total do sistema de maneira similar

L d " .
F=— /:v X Tpdl /f X bpdD +/ 7 x ‘o’ (dS), (3.13)
At dt . ar

que pode ser escrito como

/fx (@ — T)pdl :/ 7 x 5(d3). (3.14)
I or

Tomando a i-ésima componente da equagao (3.14), temos

/deF{:Ex (5—6)}i :/6F{a?>< ?(aﬁ)}i, (3.15)
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e;k{ /pdij(ak — ") —/ x][ﬁ(dg)]k} =0, (3.16)
r ar

onde utilizamos ej- . conhecido como simbolo de Levi-Civita para escrever o produto vetorial

ou seja,

de bases ortonormais como €; X ¢ = éieék. O simbolo de Levi-Civita é definido como

1 se tivermos permutacoes pares nos indices i, j, k
€, =4 —1 se tivermos permutagoes impares nos indices i, j, k

0 caso contrario.

Antes de continuarmos, faremos mais um acréscimo importante na nossa notacao. Na
analise vetorial o tensor Delta de Kronecker contém as propriedades usuais que conhece-
mos, isto é §;; = 1 para indices repetidos (i = j) e ¢;; = 0 para indices diferentes (i # j).
Esse tensor é isotrépico no sistema de coordenadas cartesianas, entao nao importa sua
forma (covariante, contravariante, misto) mantém as mesmas propriedades [17]. Isso é
muito importante para a consisténcia da notacao escolhida e para uma propriedade fun-
damental do simbolo de Levi-Civita [17]. O produto de simbolos de Levi-Civita é definido

como

el = 6F i — OF b (3.17)

ij -l
Este tipo de produto aparece frequentemente na andlise tensorial, e este sera utilizado no

desenvolvimento das propriedades do nosso tensor tensao.

Analisando a k-ésima componente do elemento o(dS)
(7 (dS)]*F = 6,5 (dS)s™ = 77 (&).dSo"™ = i .dSs™,

a equacao (3.16) pode ser reescrita da forma

ezk /pdij(ak — v - 5lk/ 2t .dS s =0. (3.18)

r or
Escrevendo a equacao local e utilizando o teorema da divergéncia, temos
ezk{pxj(ak —bF) — 5lkv.(xjflT)} = 0. (3.19)

Utilizando a identidade vetorial

V.(f0) = VI .0+ fV.30,
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onde Va7 = &,,6™, tomando o segundo termo da equacao (3.19) e utilizando a equagao

de Cauchy (3.12) concluimos que
V(756" = [(Va?) T 6% + [27V £ )™
= [6,, 0™ AL + [TV ] 0%
= [émémjg]dlk + [J:jp(al - bl>](5lk
= V.(22t1) 0% = [6,6™ .16 + 27 p(a* — ). (3.20)

Substituindo (3.20) em (3.19) temos que
€ lemd™ 110" = 0. (3.21)
Isso implica que o tensor de tensoes é simétrico, isto é

T =%T (3.22)

Proof. Para demonstrar que esse tensor é simétrico basta utilizarmos as propriedades do
simbolo de Levi-Civita. Antes vamos reescrever a equagao (3.21) de uma forma mais

apropriada para a demonstracao. Assim,
S 17 €108 = (FT),e™ = 0.

Tomamos agora valores para os indices. Para ¢ = 1 temos

6123(?71)23 + 6132(?71)32 =0= (?T)Qg — (?T)gg =0= <?>T)23 = (?)T)gg.
Aplicando o mesmo raciocinio para i = 2 e ¢ = 3 concluimos que
7 =T
m
Com isso, a equacao de Cauchy pode ser escrita como
L dd?
%= plai— ) (3.23)

ou, simplesmente,

V.o = p@—b). (3.24)
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3.3 O Tensor de Deformacoes

Suponha que um sélido deformével sofra uma deformagao

=7+u. (3.25)

X

1

Figure 3.5: Sélido deformado de volume T'.

O campo w(x,t) é denominado de campo de deformacgao. Diferenciando a equagao

(3.25) e tomando seu quadrado, temos
(de')? = (dZ + diD)?
= (do')? = (d)? + 2dZ.diT + (diT)>. (3.26)

Lembrando que podemos representar um vetor qualquer da forma ¥ = &' e tomando

du’ = %dmk, temos

~ ouk Cout . . OuF
d’ — di? = 2(8;dx"). (ek%dxj) (&; e dm])(ek@dwl)
ou® ou' ou®
= 20; ka—dxzdxj + 5,ka a—dx]dm
= do’ —d52_2auzd i 4 QO g (3.27)

oxJ 0z 0x'



3.4 A Lei de Hooke para um solido isotrépico 27

ou;
oxJ

ord 2 <(9acj * 8xi> * 2 <8xj B 8xi)' (3.28)

O ultimo termo da equagao acima é necessariamente nulo por ser a contracao de um tensor

Podemos escrever a matriz formada por uma parte simétrica e outra antissimétrica,

isto é

simétrico com um antissimétrico. Dessa maneira, a equacao (3.27) pode ser escrita como

k
R g (O O g O OU G
da’” — di* = <8xj + D dx'dx’ + S I dx’dzx’. (3.29)
Podemos escrever a equacao (3.29) da forma
A" — A7 = 2eyda'da’ (3.30)
onde temos
1| 0u; Ouy Oy, Ou®
e == || o 4 ZH ) p SEROE (3.31)
2|\ 0z7 Ozt ox* OxJ
O tensor e;; ¢ conhecido como o tensor deformagao. Para pequenas deformagoes, regime
conhecido como a lei de Hooke generalizada, desprezamos a contribuicao de %gixf e

temos que o tensor deformagoes é dado somente pelo primeiro termo de (3.31). Por essa
analise, podemos concluir que o tensor deformacao é claramete simétrico e de segunda
ordem. Logo, este possui as mesmas propriedades que o tensor de tensoes visto na secao
anterior. A resposta obtida é uma relacao linear entre o tensor tensoes e o tensor de-
formagoes. Para deformacoes que saem do regime da lei de Hooke mas que nao alcancem
o regime plastico, a relagao entre a deformagao e a tensao passa a ser diferente, regime
conhecido como nao linear onde estes envolvem termos de segunda ordem de u. A parte
nao linear do regime elastico, serd feita numericamente utilizando o programa SIESTA.
Discutiremos esse calculo numérico do SIESTA no préximo capitulo, onde dedicamos uma
se¢ao inteira para explicar de forma sucinta, como o programa realiza seus calculos. Por

ora, discutiremos a lei de Hooke para um sélido isotrépico.

3.4 A Lei de Hooke para um sélido isotrépico

Como dito anteriormente, nao levaremos em conta a contribui¢ao do segundo termo da
equacao (3.31) e assim o tensor deformagoes é dado somente pela parte simétrica. A lei

de Hooke para pequenas deformagdes nos mostra que existe uma relacdo linear (em cada
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ponto material) entre a deformagao do meio e a tensao aplicada. Podemos expressar essa

relacao constitutiva em sua forma mais geral como

ot = cel, (3.32)

onde o tensor de quarta ordem c;’f ¢ denominado de tensor de elasticidade ou tensor
de rigidez. Em principio um tensor genérico de quarta ordem deve possuir 3* = 81
componentes distintas, mas devido a simetria dos tensores tensao e deformagao, temos
necessariamente que

¢ = ch.
que reduz o nimero de componentes do tensor de elasticidade para um maximo de 36
componentes. Podemos pensar na equagao (3.32) como uma versao 3D da equagao
F = —kx, onde k é a constante de elasticidade do material, x deslocamento e F' uma forca
que pode ser obtida de uma energia potencial F(z) = %ka. De forma anéloga, podemos
supor para um meio continuo onde vale a Lei de Hooke, uma energia potencial F (?)
quadratica em relacao ao tensor de deformacao e que o tensor tensao pode ser expresso
como

ok

ol = PYE (3.33)

Por outro lado, devido a equacgao (3.32), temos que

i
daj _ ik
el G
Oe;,

assim, derivando parcialmente mais uma vez a equacgao (3.33), obtemos

82 kz aQE ik
86 e’ = deldel. - (3.34)

Essa simetria adicional por imposicao da nossa hipdtese energética diminui o nimero de
coeficientes independentes do tensor de elasticidade para 21 elementos. Podemos escrever
ainda

oF

dE = ——de] = o’de] = ciejde]. (3.35)
del

Reescrevendo a equagao acima trocando os indices, temos
ki ]
dE = ¢je de,C
e somando as duas equagoes e utilizando (3.34)

2dE = ;’;(eideg + efdei) = d(eke )
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de onde segue que

1
olel = §tr(<F><?>). (3.36)

Para solidos cristalinos onde existe uma estrutura molecular periédica bem definida, as
propriedades fisicas de um ponto no meio dependem obviamente das diferentes direcoes
tomadas a partir do ponto material. O tensor de elasticidade serd claramente nao isotropico.
No entanto é comum encontrar na natureza materiais policristalinos, isto é, um meio
solido cristalino formado por intimeros graos, cada um deles um cristal com orientacao
bem definida. Assim uma média sobre as propriedades dos diferentes graos, muitas vezes

podem ser considerada como um meio isotrépico [18].

E possivel mostrar matematicamente que um tensor isotrépico de quarta ordem é o
produto de deltas de Kronecker juntamente com todas as possiveis permutacoes de seus

indices [16]. Logo, de forma mais geral, temos
= NOL0f + p(08% + 0567) + (687 — 6567), (3.37)

onde o segundo e terceiro termos da equagao (3.37) sdo a parte simétrica e antissimétrica
do tensor de elasticidade respectivamente. Entretanto, devemos lembrar da simetria da
nossa analise anterior, de modo que a parte antissimetrica é nula. Assim, o nosso tensor

de elasticidade depende de dois parametros apenas
= N8L0f 4 p(0]8% + 0% 67), (3.38)

onde A e u sao conhecidos como os coeficientes de Lamé.

Assim para um meio isotrépico, nosso tensor fica da forma
05» = [Aé;élk + M(&fc?f + 5?5;)]62.

i _ o si i
= 0; = A(tr'e")d; + 2pe. (3.39)
E comum escrevermos o tensor deformacao ‘¢’ como uma soma de uma parte sem traco

com o restante do tensor [18], isto é

~ 1 ~
(re)1] + 5 ('),
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essa decomposicao pode ser realizada por qualquer tensor de segunda ordem. Substituindo

a equagao acima em (3.38), obtemos

2 ~
T = A+ sp)(trfe)I +2ulfe —

. (tr¥e’)]). (3.40)

Podemos definir a constante x como

2
:A —_
K +3;z,

denominada de médulo de compressao. Dessa forma, a equagao para a lei de Hooke para

um meio isotropico torna-se

—_

& = k(tre) +2u[fe — (%)), (3.41)

Conseguimos escrever o tensor tensao com suas partes de compressao hidrostatica e cisa-
lhamento separadamente, onde o coeficiente de Lamé p é conhecido como médulo de
cisalhamento. E possivel escrever o tensor deformacao em funcao do tensor tensao. Para

1sso tomamos

tr(‘0") = 3k(tr'e’),

e assim

1 1
@=L
21 3

(tr'a")I + i(m«?)ﬁ]. (3.42)

Mostramos também que a energia potencial pode ser escrita como
1 1 1
E= 5757"((7?) = (éli — gu)(tr?)z + utr(%e?). (3.43)
Essas mesmas relagoes podem ser obtidas utilizando o formalismo da termodinamica, onde

a energia potencial F seria o equivalente a energia livre de Helmholtz, ver [18].

Como exemplo, aplicamos essa equagao para uma compressao uniaxial de uma barra,

00 0

=100 0|,

0 0 o
onde 0 = F/AS = tr'c’. Logo,

00 0 100

1 11

H—_ [ —
6_2u 000 +[9H GM]U 010

00 o 001
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que implica

2 — 3K 0 0
— g
e = 181 0 2u — 3K 0
0 0 2(3k + p)
Assim o médulo de Young Y em termos do médulo de compressao x e de cisalhamento u
fica
AL 1 €ss 9k
=Y—=_—_—=—"—"=Y=
7 L Y o 3k 4 u’
e a razao de Poisson fica
y— _CGex _ Gy _ _[u]’
€z €,z 2" 3k+p

onde pela equagao acima concluimos

logo —1 < v < 1/2. Na aproximacao de meios continuos, a razao de Poisson é sempre
s )
positiva e esta assume os valores no intervalo 0 < v < 1/2. Podemos escrever os médulos

de compressao e cisalhamento em funcao de Y e v e concluimos

_r
3(1—2v)’

R =

Y

St )



32

4 Sistemas Multieletronicos

4.1 Introducao

Uma vez compreendido a estrutura do grafeno e os conceitos basicos da mecanica do
continuo, podemos partir para o estudo de propriedades mecanicas do grafeno. Faremos
neste capitulo uma introducao do problema multieletronico e apresentaremos as ferra-
mentas basicas utilizadas para esse estudo. No final do capitulo, discutiremos como o

SIESTA aplica tensoes ao longo de um nanomaterial e em especial, no grafeno.

4.1.1 Introducao ao Problema Eletronico

Nosso principal interesse é encontrar solugoes aproximadas da equacao de Schrodinger

independente do tempo nao relativistica

H[y) = Elp), (4.1)

onde H é o operador Hamiltoniano para um sistema de ntcleos e elétrons descritos pelos

vetores posicoes I, € Trj, respectivamente.

A7
ar, — rj i
ri — 15
[Ta — T .
J
b Iy ’I‘a - r.]‘
Ir; rj
'y >

i, j =elétrons
a, b =ntcleos
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Assim, o hamiltoniano para L nucleos e N elétrons fica da forma

th Lhz NLZa 1 LLZaZb
}C:_z‘:12_wvzz_;2_%vg 47&0 ;a 1T2“+;§ +;b>za Tab )

(4.2)
onde a carga do elétron é a carga elementar e e a carga do nucleo é ) = Ze, com Z
sendo seu nimero atomico. Os operadores Laplaciano VZ e V2 envolvem diferenciagoes
com respeito a coordenadas do i-ésimo elétron e a-ésimo nicleo. O primeiro termo da
equagao (4.2) é o operador energia cinética dos elétrons. O segundo termo a direita
da equagao (4.2) é o operador energia cinética dos nicleos e o terceiro termo a direita
representa a atracao Coulombiana entre elétrons e niicleos. Por fim, o quarto e quinto

termo representam a repulsao entre elétrons e nicleos, respectivamente. A distancia entre

0 i-ésimo elétron e o a~-ésimo nucleo é r;, = |rja| = |r; — ra|. A distancia entre o i-ésimo e
0 j-ésimo elétron é r;; = |rj;| = |[r; — rj|. E a distancia entre o a-ésimo ntcleo e o b-ésimo
nicleo é rqp = |rap| = |ra — bl

E muito comum na literatura [19] utilizarmos unidades que simplifiquem a forma do
hamiltoniano com relagao as constantes fundamentais do sistema SI, as chamadas unidades
atomicas. Assim, para N elétrons e L nicleos temos

N L

SRR WA I LED 3 SECED ) DEUTD 9) ST

i=1 a=1 i=1 a=1 =1 7>t a=1 b>a

onde na equacao acima, M ¢é a razao da massa do ntcleo pela massa do elétron e Z, é
o nimero atomico do ntucleo a. Para ver como essas unidades surgem, consideramos a
equacao de Schrodinger independente do tempo para o atomo de hidrogénio. No sistema

internacional (SI), temos

{-5 b =By, (44)

onde h ¢ a constante de Planck dividida por 27, m. é a massa do elétron e —e é a carga

47r5 r

do elétron. Para fazer essa equacao ser adimensional, vamos tomar z,y, 2 — Az’, A\y’, A2/

e obtemos
hQ 2 2
2me A2 4megr’

{_

As constantes nos termos dos operadores de energia cinética e energia potencial, podem

— W =Ey" (4.5)

ser fatorados devido a escolha

h? e?
= =E,, 4.
meA2  Ameg) (4.6)
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onde E, é chamado energia de Hartre. Resolvendo (4.6) para A encontramos

47T€0h2
A= 3 = Qop.
mee€

Assim A é justamente o raio de Bohr denotado como ag, que leva a uma unidade atomica

chamada Bohr. Finalmente obtemos
1 1
Ea{_éva - 77}¢/ = Ey/,
e tomando E' = E/E,, obtemos a equagao adimensional
{_lv@ _ l}W =E"Y/, (4.7)
2 !
que é a equacao de Scrodinger independente do tempo em unidades atomicas. A solugao

dessa equagao para o estado fundamental do atomo de hidrogénio fornece a energia de

—0.5Hartrees = —13,6 eV.

4.1.2 A Aproximacao de Bohr-Oppenheimer

Faremos uma discussao qualitativa da aproximacao Bohr-Oppenheimer, um método
muito importante para o nosso estudo [19]. Uma vez que os ntcleos sdo muito mais
massivos que os elétrons, esses se movem mais lentamente. Uma boa aproximacao é
considerar que os elétrons se movem em um campo fixado pelos nicleos. Com essa
aproximagcao, o segundo termo da equagao (4.3), a energia cinética dos ntcleos, pode
ser desprezado e o dltimo termo da equacao (4.3), as repulsoes entre os nicleos, pode
ser considerado uma constante. Como sabemos das Mecanicas Classica e Quantica, o
Hamiltoniano é invariante a soma de uma constante. Na Mecanica Clédssica a soma de
constante nao muda as equagoes de movimento. Na Mecanica Quantica essa nao tem
efeito algum sobre o operador hamiltoniano das autofungoes. Logo, a equagao (4.3) para
N elétrons e M cargas pontuais fica

N ; N M Z, N Ny
H==> Vi3 =243y = (4.8)

2 o1 a=1 0 =1 goi i
A equagao (4.8) é conhecida como Hamiltoniano Eletronico. A partir de agora, os termos
dessa equagao serao denotados como o hamiltoniano do sitema (H). Isso significa que nao
estamos levando em conta a parte vibracional e translacional do sistema que é descrito
pela parte nuclear. Assim, consideraremos somente o Hamiltoniano eletronico e as suas
respectivas autofungoes. A energia total do sistema &, serd dada pela soma da energia

eletronica e o termo de repulsao entre os ntcleos.
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4.1.3 Principio da exclusao de Pauli

O principio da exclusao de Pauli é um principio da mecanica quantica formulado por
Wolfgang Pauli em 1925. Ele afirma que dois elétrons nao podem ocupar o mesmo estado
quantico simultaneamente. Uma forma equivalente de enunciar este principio é dizer
que a funcao de onda do sistema é composta por elétrons idénticos e esta funcao deve
ser antissimétrica com respeito a troca de duas particulas. Mas para utilizarmos esse

principio fundamental, precisamos acrescentar algo essencial em nosso Hamiltoniano.

O Hamiltoniano eletronico em (4.8), depende somente das coordenadas espaciais dos
elétrons. Para a descricao completa de um elétron é necessario a especificagao do seu spin.
Faremos isso utilizando a teoria nao-relativistica, com a introdugao de duas fungoes spin
a(w) e f(w), correspondendo ao spin up e spin down, respectivamente. Estas sdo fungoes
de rotagao dada pela variavel w. Do ponto de vista operacional, necessitamos somente

especificar que estas fungoes formam um conjunto completo e sao funcoes ortonormais,

/ dwa* (w)a(w) = / df @Bw) =1 on (ala)=(B8) =1  (49)

/dwoz*(w)ﬁ(w) = /dwﬁ*(w)oz(w) =0 ou (a|B) = (Bla) = 0. (4.10)
Neste formalismo, o elétron é descrito por trés coordenadas espaciais r e mais uma co-
ordenada de spin w. Denotaremos essas quatro coordenadas por x e a funcao de onda
para um sistema de N elétrons é escrita como 1(xy, Xz, -+ ,XN). Fazemos o seguinte
argumento adicional na fungao de onda: Uma funcao de onda de muitos elétrons precisa
ser antissimétrica com respeito a troca de coordenadas do espaco de spin de quaisquer dois

elétrons. Logo,

¢(X17... i CHERR 7Xj7"' 7XN) — —w(X]_,... 7}(j7... 1 CHERE 7XN)- (411)

Este argumento é muitas vezes chamado de Principio de Antissimetria. Como exem-
plo, podemos tomar um sistema de duas particulas idénticas e independentes dado pelo
Hamiltoniano

H =3y + Ho,

onde

1
H; = %pi + V(x;) para j=1 ou j=2.
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As autofuncoes do Hamiltoniano H, correspondentes a uma energia E, podem ser escritas

na forma de um produto, ¥, (x;)¥s(x2) tal que

Ha(x1) = 11 (x1),

f}CQ%(Xz) = 52¢2(X2)7
com
E= €1+ Eq.

Os estados do sistema no entanto, sao representados pelas combinagoes lineares simétrica

e antissimétrica desse produto,

1

Yp(x1;%x2) = E{Yﬂl(xl)%(xz) + 1 (x2)Y2(x1) } (4.12)
1

Yp(X15X2) = E{%(Xl)%(xﬂ — 1(x2) 2 (x1) }- (4.13)

Sob o ponto de vista estatistico, a primeira autofunc¢ao (4.12) corresponde as particulas
chamadas bésons (fétons, fonons, mdgnons e dtomos de He?). Essas sao associadas as
particulas de spin inteiro e obedecem a estatistica de Bose-Einstein. A segunda auto-
fungao (4.13) corresponde as particulas chamadas férmions (elétrons, prétons, néutrons
e dtomos de He?). Essas sao particulas de spin semi-inteiro e obedecem a estatistica
de Fermi-Dirac. Note que ¥ = 0 quando essas tem o mesmo nimero quantico, isto é
11 = 1hy. Portanto, no caso de férmions nao pode haver duas particulas no mesmo or-
bital, de acordo com o principio da exclusao de Pauli. Todas evidéncias experimentais,
apoiam essa grande classificagdo das particulas em bésons (fungoes de onda simétricas)
ou férmions (fungdes de onda antissimétricas). Este é um postulado independente da
mecanica quantica. Assim, a fungao de onda do sistema satisfaz a equagao de Schrodinger

como também ¢é antissimétrica no sentido de (4.11).

4.2 Teoria do Funcional da Densidade

A Teoria do Funcional da Densidade (DFT, do inglés Density Functional Theory) é uma
das ferramentas mais populares da mecanica quantica para o estudo de propriedades da
matéria [20]. Esta é hoje em dia uma ferramenta rotineiramente utilizada por quimicos e
fisicos, aplicada para calculos de energia de ligacao das moléculas na quimica e estrutura

de bandas dos sélidos na fisica.
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Para uma primeira idéia do que é a Teoria do Funcional da Densidade, vamos relembrar
da equagao (4.3) e alguns fundamentos da mecéanica quantica. Na mecanica quantica,
aprendemos que toda informacao que podemos obter de um sistema esta contida na funcao
de onda 1. Estaremos interessados em estruturas de atomos, moléculas e sélidos. Como
foi dito na secao 4.1.2, os graus de liberdade dos nticleos, aparecem somente na forma
do potencial externo v(r) atuando nos elétrons dado pelo dltimo termo da equagao (4.3),
assim a funcao de onda depende somente das coordenadas eletronicas. Com isso, a equagao

de Schrodinger para um sistema de muitos corpos pode ser reescrita da forma

[Z ( — %Vf + v(ri)> + Z Ul(r;, rj)] (ry,re, ..., ry) = EY(ry,re, ..., ry), (4.14)

i=1 j>i
onde N é o numero de elétrons e U(r;,r;) é a interacao elétron-elétron, dada por uma
interacao Coulombiana da forma
N
1
U(ri7rj) = E :_7

’r‘. .
i=1 Y

no sistema de unidades atomicas.

Assim o operador Hamiltoniano do sistema é descrito como
H=T+U+V, (4.15)

onde os operadores T,UeV representam o operador energia cinética, o operador energia
potencial devido a interagdes elétron-elétron e o operador energia potencial (potencial
externo) devido as interagoes nicleo-elétron, respectivamente. Mesmo para um sistema
de particulas interagentes via interacoes de Coulomb, o operador energia cinética mantém

a forma

V3.

N | —

N
-3
i=1

O procedimento usual para calculos em mecanica quantica é, dado o operador hamilto-
niano, resolve-se a equacao de Schrodinger para as fungoes de onda 1) e entao calcula-se
observaveis por tomar os valores esperados desses operadores nas funcoes de onda. Um

dos observaveis calculados por esse caminho ¢ a densidade eletronica de particulas

n(r) :N/d?’frg/d?"r’g.../d?’rmp*(r,rg,...rN)z/;(r,rg,...rN). (4.16)
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Muitos métodos poderosos para resolver a equacao de Schrodinger tem sido desenvolvi-
dos durante decadas na teoria de um sistema de muitos corpos. Na fisica por exemplo,
um dos caminhos sao os diagramas da teoria de pertubacoes, baseados nos diagramas de
Feyman e fungoes de Green. Na quimica, frequentemente usa-se os métodos de interacao
de configuragao (IC) que sdo baseados nas expansoes dos determinantes de Slater. O pro-
blema é que esses métodos demandam um grande custo computacional, impossibilitando

a aplicacao de sistemas mais complexos.

Levando-se isto em conta, a Teoria do Funcional da Densidade oferece uma maneira
alternativa e versatil para resolucao de problemas de muitos corpos. A DFT reconhece
sistemas de interacdo coulombiana diferindo somente pelos seu potencial v(r) e fornece
uma descricao lidando com os operadores universais T e U sendo os mesmos para todos
sistemas ( o nome de operadores universais é devido ao fato de eles sempre aparecerem
em quaisquer sistemas quanticos interagentes). A DFT utiliza um caminho sistematico
no qual mapeia um problema de muitos corpos com U, em um problema de muitos corpos
sem U. Tudo isto ¢ feito promovendo-se a densidade eletrénica de particula n(r) como
variavel chave para o calculo de qualquer outro observavel. Este método se tornou hoje a
base dos calculos de estrutura eletronica na fisica. Muito do que conhecemos hoje sobre
propriedades elétricas, magnéticas e estruturais da matéria, se deve ao formalismo da
DFT. A importancia dos trabalhos de Walter Kohn [21] (considerado o pai da DFT) e
John Pople [22] (quem implementou a DFT na quimica computacional) no estudo das
ciéncias moléculares foi reconhecido com o Prémio Nobel em quimica em 1998. A figura
4.1 ilustra o mapeamento realizado pela DFT entre diferentes subespacos de Hilbert. O
subespacgo de Hilbert dado por H; é o espago do sistema interagente (SI) e o subespago

H, é o espago do sistema nao interagente (SNI).

Sl SNI

2

(>

Figure 4.1: Mapeamento realizado pela Teoria do Funcional da Densidade entre diferentes subespacos

de Hilbert.
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O que faz a teoria do funcional da densidade tao poderosa, é o uso do teorema de
Honhenberg-Kohn [23], que tem profundas implica¢oes. Este teorema permite uma for-
mulagao sistematica do problema de muitos corpos em termos da densidade eletronica,
que se torna uma variavel chave para a solucao do problema. O teorema de Honhenberg-
Kohn afirma que o valor esperado de qualquer operador, é um funcional tinico da densidade
eletronica do estado fundamental ng(r). Apresentamos agora o teorema de Hohemberg-

Kohn.

Teorema 4.2.1. O potencial externo v(r) agindo sobre os elétrons é um funcional inico

da densidade eletronica.

Proof. Seja dois potenciais externos v(r) e v'(r) que se diferem por mais de uma constante
aditiva trivial, porém gerem a mesma densidade eletronica do estado fundamental ng(r).
Esses potenciais produzem hamiltonianos H e H’' distintos entre si e funcoes de onda
Uy e % também distintos. Partindo do principio que o valor esperado do hamiltoniano
avaliado para qualquer funcao de onda (que nado seja exatamente a fun¢ao de onda do
estado fundamental) seja sempre maior que o valor da energia do estado fundamental

correto, temos

g0 < (1o|FC|tg),

ey < (10|30 |o),

/ ~ . .
onde ¢ e g, sao as energias do estado fundamental de H e H' respectivamente. Somando

e subtraindo v'(r) na primeira equacio e v(r) na segunda equacio, temos
g0 < (WolFC[to) + (Vo Vear = Veurltho),

g0 < (o] H[tho) + (ol Vs — Veurltho).
Lembrando que

(0| Vieat|th0) = (o Z v(r;)|vo),

onde implica

N
(0| Veat| o) = Z/d3T1/d3r2---/d3TN1/J*(r1,r2,-~- , ey )u(r;)(ry,re, -+ ,ry)
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N
:Z/d3r/d37“1---/dgriv(r)é(r—ri)/d?’riﬂ---/d3rN1/)*(r1,r2,--- ,rN)¢(r1,r2,--- 7I'N)
N
:/d3rv(r)2/d3r1/d3r2~--/d37“l-5(r—ri)~--/d3rN1p*(r1,r2,-~ ,I'N>w<1'1,l‘2,"' ,I‘N)

= /d3rv(r)N/d3r2---/d37“N1/1*(r1,r2,--- ,IN)U(ry, T, -0, TN).

= (30| Veat|th0) = /dgrn(r)'u(r),
obtemos

g0 < &y + /ng(r){\/m — V., }dr, (4.17)

€0 < €0+ /no(r){Ve;t — Vgt }dr. (4.18)

Somando as duas equagoes obtemos
/ /
€0+ €g < €p+Ep,

que é um absurdo. Logo potenciais diferentes nao geram a mesma densidade eletronica
do estado fundamental ng(r). Portanto a densidade eletronica do estado fundamental

determina unicamente o potencial externo. 0

H& um importante principio variacional associado ao teorema de Hohemberg-Kohn [23].
Uma vez que o valor esperado de qualquer operador O é um funcional tinico da densidade
eletronica do estado fundamental ng(r), esse certamente se aplica a energia do estado

fundamental. Escrevemos esse funcional como
e[n] = (Wo[n]|T + U + V]ty[n]), (4.19)

onde V é o potencial externo de um sistema com densidade eletronica no estado fundamen-
tal ng(r) e energia de estado fundamental 5. Para o caso onde n(r) é igual a densidade do
estado fundamental ny(r) que corresponde ao potencial externo V., o funcional £o[n] toma
os valores de £p. Uma vez que a energia do estado fundamental é inicamente determinada

por ny(r), o principio variacional de Rayleigh-Ritz [24] estabelece que
g0 < €[n] Vn # ng. (4.20)

Notamos que esta ¢ uma propriedade muito interessante. Isto quer dizer que a energia do

estado fundamental pode ser encontrada variando a densidade para minimizar a energia,
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devido ao fato de conhecermos e[n] ou termos uma boa aproximagao para esse. Este
resultado é conhecido por muitos autores como o segundo teorema de Hohemberg-Kohn

[24][25).

Podemos reescrever o funcional energia como
qm:ﬂm+/fm®mm (4.21)

onde F[n] = (1[n]|T+ U|1[n]) é conhecido como funcional energia livre. O funcional F[n]
é o mesmo funcional para a densidade n(r) de todos os N-elétrons interagentes. Assim

podemos determinar esse somente uma vez e aplica-lo para todos sistemas.

Nesse trabalho discutimos o teorema de Hohenberg-Kohn para somente estados nao
degenerados, mas este pode ser extendido ao caso nao menos importante de estados de-
generados [26]. H4 também muitas outras extensoes que sao importantes para célculos
praticos como sistemas polarizados e sistemas de temperaturas finitas [26], mas estes nao

serao discutidos aqui.

4.2.1 A Formulagao de Kohn-Sham

A formulacao de Kohn-Sham [27] é um formalismo dentro da DFT, que facilita sua
aplicacao aos calculos computacionais. A idéia desse formalismo é usar um sistema nao-
interagente de referéncia, isto é, um sistema auxiliar de forma que seu potencial externo
Vis desse sistema nos dé a mesma densidade eletronica do estado fundamental que o
sistema real (sistema interagente). Uma vez que obtemos a densidade eletronica, podemos
usar a energia funcional (4.19). As equagoes deste formalismo precisam ser resolvidas em
um processo auto-consistente. O potencial efetivo Vis ird voltar a depender da densidade
eletronica. Em termos nimericos, tipicamente assumimos uma densidade inicial que nos
leva a um potencial efetivo VKS, que pode ser usado para resolver os autoestados de
particulas simples. Destes uma nova densidade é obtida que nos d4 um novo potencial
VKS. As equagoes entao sao resolvidas novamente e esse processo se repete até atingirmos
uma auto-consisténcia, isto é, até que o imput e o output na interagao estejam proximos

suficientemente um do outro.
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Vamos considerar um sistema nao interagente de N elétrons em um potencial externo

Vis. O Hamiltoniano Hgs do sistema é dado por
His = Trs + Vis.

Aplicamos entao o teorema de Hohenberg-Kohn para esse sistema. De acordo com o

teorema existe uma energia funcional tinica da forma
8[(5[71] = TKS[TL] + /VKS(r)n(r)d3r. (422)

Notamos aqui que Tkg[n] é o funcional energia cinética de um sistema nao interagente
e é consequentemente diferente do funcional 7T'[n| no funcional energia livre do sistema

interagente (F'[n]) na equagao (4.21).

A densidade de estado fundamental desse sistema é facilmente obtida. Essa é escrita

nis(r) = Z [6i(r)[?, (4.23)

onde temos NN estados ocupados que satisfazem a equacao

N
[— > %V? +Vis(r) | di(r) = cigi(r) 1 <& <--- <ew, (4.24)

=1

com N autovalores ;. Ao olharmos a equacao de Kohn-Shan surge a pergunta: Podemos
determinar um potencial VKS(r) tal que o sistema nao interagente nos dé a mesma den-
sidade fundamental do sistema interagente com potencial externo V? A estratégia que
usamos ¢é encontrar a densidade utilizando um sistema quantico nao interagente auxiliar e

inserimos essa densidade na expressao aproximada da energia total do sistema interagente.

O primeiro passo nesse processo é reescrever a energia funcional £[n] do sistema inte-

ragente que é dado pela equagao (4.21), como

+%//%d3rd3r/—|—/n(r)v(r)d37’7

= ¢e[n] = Tks[n] + % / / %d?’rdgf + /n(r)v(r)d3r +excln], (4.25)

eln] = Tks[n] +
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onde na equagao (4.21) foi somado e subtraido o termo da energia cinética de Kohn-Sham
do sistema nao interagente e o termo da energia eletrostatica de Hartree. O termo ex¢[n]

é conhecido como energia de troca e correlagao definido por

excln) L//‘h—r|d3f/ Tieslrl. (4.26)

O que ganhamos ao reescrever a equagao (4.21) é o desenvolvimento de uma aproximagao

para o funcional de troca correlacao €xc[n].

De acordo com o teorema de Hohemberg-Kohn, a densidade eletronica que minimiza o
funcional energia €xc[n] é a densidade do estado fundamental, assim tomando a variagao

de (4.25) com respeito a densidade de particula temos que

deln] 5TKS , B
on(r) / r— r +V(r) +vxe[n(r)] =0, (4.27)

onde definimos formalmente o potencial de troca e correlacao como

dexc(n]

ch[n(r)] = 57’L(I‘) .

Aplicamos agora o principio variacional para o sistema nao interagente e encontramos

(STKS [n]

)+ Viesln(o)] =0. (4.28)

Subtraindo a equagao (4.28) da equagao (4.27), obtemos

Vies[n /’ &Br' +V(r) +vxeln(r)]. (4.29)

Agora sim podemos implementar o esquema auto-consistente do método de Kohn-Sham,
escolhendo uma primeira forma para a densidade eletronica n(r) e substituindo na equagao
(4.29) para encontrar Vig. Em seguida resolvemos (4.24) para encontrar as autofungdes
¢;(r) do sistema auxiliar e substituimos essas na equacao (4.23) para encontrar a préxima
iteragao para n(r). Quando esse procedimento for repetido um nimero suficiente de vezes
até que nenhuma mudanca significativa ocorra na densidade eletronica, entao a solucao
de n(r) foi encontrada e essa satisfaz tanto o sistema nao interagente quanto o sistema

interagente.

Observamos que o formalismo de Kohn-Sham é um formalismo exato, primeiro porque

supomos poder encontrar uma forma exata para o potencial de troca e correlagao vxc(r).
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Segundo, o fato de resolvermos a equagao de Kohn-Sham, isto é, um sistema nao intera-
gente com potencial externo Vig(r), é de grande importancia pratica, pois as autofungoes
de um sistema nao interagente sao justamente determinantes de Slater de N orbitais
chamados orbitais de Kohn-Sham com baixos autovalores ¢,. Essas equagoes sao rela-
tivamente faceis de se resolver mesmo para muitas centenas de elétrons, equagoes muito

parecidas com as equacoes de Hartree com o acréscimo do potencial de troca e correlagao.

Um resumo do método de Kohn-Sham é dado abaixo:

[ [Trs + Vics(r)]gi(x) = cii(r) ]

nao [

nies(r) = 3, [oi(r)? )

4[ Convergéncia? J

sim

[ Observéveis Fisicos }
T

FIM

4.2.2 Aproximacoes LDA e GGA

Antes de implementarmos o formalismo de Kohn-Sham, devemos ter uma boa apro-
ximagao para o potencial de troca e correlagdo vyc(r). A primeira aproximagcao sugerida
foi a Aprozimagdo da Densidade Local (LDA) (em inglés Local Density Aproximation)
[28]. A ideia da aproximacao LDA ¢é ignorar os aspectos nao locais do potencial vxc.
A verdadeira forma de vxc(r) ird depender nao somente da densidade local n(r), mas
também de n(r’) nos pontos r’ onde, esta dependéncia funcional em geral nao é conhecida.

O formalismo LDA assume que vyc depende somente da densidade local n(r) e que a
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energia de troca correlagao pode ser escrita como

excln] = /exc[n]n(r)dgr, (4.30)

onde exc[n| é a energia de troca e correlagao por particula de um sistema homogéneo
de densidade n. Na LDA, assumimos que a densidade do nosso sistema, varia muito
suavemente de tal modo que a energia de troca e correlagao é localmente a energia de um
sistema homogéneo de densidade local. Para fim de calculos praticos devemos determinar
exc|nl, que embora em geral nao tenha uma forma exata conhecida, nos limites de baixas

e altas densidades pode ser calculado de forma analitica [26].

Em sistemas reais, a densidade eletronica n(r) ndo é homogénea e assim o formalismo
LDA acaba nao sendo uma boa aproximacao. Uma forma de se corrigir o LDA para sis-
temas nao homogéneos, é expressar o funcional £ x¢[n| em termos também do gradiente da
densidade de carga total. Essa aproximagao é conhecida como Aproximacao do Gradiente
Generalizado (GGA, em inglés Generalized Gradient Aproximation) [29]. A expressao

funcional para essa aproximagcao é dada por

EXc[n]:/f(n(r),Vn(r))d3r. (4.31)

Existem vérias propostas na aproximacao GGA para o funcional € x¢[n], entre elas as mais
utilizadas s@o os trabalhos de Perdew-Burque-Erzenhof (PBE) [30], Lee-Yang-Parr-Becke
[31], Perdew-Wang [32] e Becke [33]. Neste trabalho utilizamos a aproximacao PBE.

4.3 Siesta

Os calculos realizados nesse trabalho foram feitos utilizando o programa SIESTA
(Spanish Initiative for Eletronic with Thousand of Atoms). O SIESTA [34] é um pro-
grama implementado para fazer calculos de estrutura eletronica e simulagoes de dinamica
molécular para atomos, moléculas e sélidos. Ele utiliza a teoria do funcional da densidade
com aproximagoes da densidade local (LDA) ou aproximacoes do gradiente generalizado

(GGA) para o potencial de troca e correlagao.

Este codigo usa condigoes periddicas e um conjunto de bases numéricas localizadas,

escrevendo os orbitais de Kohn-Sham como combinacoes lineares de orbitais atomicos
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(LCAO) de alcance finito [34]. As bases localizadas permitem ao SIESTA calcular o hamil-
toniano de Kohn-Sham com custo computacional que cresce linearmente com o tamanho
do sistema. Outra vantagem é o fato de que as func¢oes de bases sao nulas além de um
certo raio r. conhecido como raio de corte. Assim as propriedades avaliadas acima deste
raio de corte nao precisam ser calculadas, possibilitando uma grande economia de tempo

e esforco computacional.

O SIESTA também faz uso da teoria de pseudopotenciais para a descricao das interagoes
dos elétrons de valéncia, nicleo e elétrons do nicleo. Isso nos permite o célculo de forcas e

estresses do sistema, permitindo simulacoes de relaxacao estrutural e dinamica molecular.

4.3.1 Os Pseudopotenciais

O sucesso da DFT ainda nao foi suficiente para a resolucao de sistemas ab-initio muito
grandes, onde o custo computacional é muito alto. Com isso diversas aproximagoes sur-
giram durante o desenvolvimento da DFT afim de diminuir o custo computacional dos
calculos de estrutura eletronica. Uma em particular e muito eficaz é a teoria de pseudopo-
tenciais (PP) [35] [36]. Essa teoria leva em consideragao o fato de que os elétrons mais
internos, nao participam da formacao de ligacoes quimicas e as funcoes de onda que os
representam praticamente nao se alteram quando o atomo é colocado em outro ambiente
quimico. Assim, é possivel realizar calculos atomicos para sélidos e moléculas, levando
em conta somente a densidade de valéncia a ser determinada autoconsistentemente para

sistemas de interesse.

Nas equagoes de Kohn-Sham, o potencial efetivo é dado como Vig[n] = Vi [n] +Vn|+
vxcln] sendo determinado pela densidade eletronica e as solugbes autoconsistentes sao
os orbitais reproduzindo essa densidade. Na aproximacao pseudopotencial, os calculos
sao divididos em duas regioes: a regiao de valéncia e a regiao composta pelos elétrons
mais internos (que recebem o nome de caroco). Estabelece-se assim, um raio de corte
r. que separa essas duas regioes. Assim fazemos um calculo auxiliar tal que para uma
dada configuragao atomica, onde seja estabelecido r > 7., os orbitais atomicos desses

pseudopotenciais sejam equivalentes aos orbitais de Khon-Shan, isto é

YPP(r) = yreol(r) > re. (4.32)



4.3 Siesta 47

Como consequéncia, as densidades eletronicas obtidas a partir das equagoes de Khon-Shan

e a partir da equacao dos PP sao as mesmas a partir do raio de corte

/ PP (r) PPy = / W) 2 s (4.33)

para autofungoes normalizadas.

Assim subtraimos o céalculo auxiliar do calculo de pseudopotencial na parte de valéncia,
e obtemos a contribuicao dos termos de caroco que junto com a parte de valéncia dada

pelo potencial real, nos fornece a densidade de valéncia correta para esses sistemas.

Se desejarmos construir o pseudopotencial para um certo elemento, entao utilizamos a
equacao de Kohn-Sham para este atomo. Assim para um atomo de nimero atomico Z

temos

1 A

B §v2 - ? + Vi + Umc[ran(rﬂ 77Dn(1‘) = €”¢”(r)’

com Vp sendo o potencial de Hartree e v,. o potencial de troca e correlagao. Nesse caso,

o potencial de Hartree é determinado pela equagao de Poisson
V2V (r) = —47nn(r),

e o funcional de troca e correlacao pode ser determinado pelas aproximagoes LDA e GGA.
Conhecido os termos, calculamos a equacao de Khon-Shan para esse atomo com um pro-
cedimento autoconsistente. As pseudofuncoes sao construidas de tal forma que satisfaca a
equacao (4.32), garantindo que as pseudofungoes de onda tenham as mesmas propriedades
da funcao real. Para r < r., altera-se a funcao de onda de todos os elétrons, garantindo
que nessa regiao nao tenha nods e singularidades. Outra condicao é a conservagao de carga
dentro do ntcleo para a pseudodensidade de carga e a densidade de carga real, critério

conhecido como conservacao da norma.

Em 1980, Kerker[37] propos um método direto para construir pseudopotenciais de den-

sidade local com o critério de conservagao da norma, sugerindo que

PP (r) = rfexp[p(r)] r<re, (4.34)

3

onde p(r) é um polindémio de quarta ordem dado como p(r) = —aer* — a1r® — asr? — as

e o critério da equagao (4.32) para r > r.. No trabalho de Kerker [37] ele propos quatro
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critérios para determinar os coeficientes ag, ai, as,az: (i) a funcdo de onda deve ser de
norma conservada; (ii) as fung¢oes de onda reais e as pseudofungoes de onda devem conter
a mesma valéncia; (iii) a pseudofungao de onda deve ser sem nds e singularidades para
r > r.;(iv) as pseudofungoes de onda devem ser continuas em suas primeira e segunda

derivadas em 7r,.

Existe uma liberdade muito grande para se construir pseudopotenciais, pois a con-
strucao para r < r. nao é unica e isto pode ser explorado para a otimizacao na con-
vergéncia de pseudopotenciais para bases de interesse. O critério para se criar um bom
pseudopotencial é analisar se esse reduz o tempo de célculo, e a0 mesmo tempo reproduz

as propriedades de cédlculos com todos os elétrons.

A aproximagao utilizada pelo SIESTA é a aproximagao de Troullier e Martins [38]

sugerindo uma diferente forma para p(r):

6
p(r) =co+ Y conr™, (4.35)
2n

onde ¢y, sao coeficientes vinculados a conservacao da norma. Além disso, Troullier e
Martins exigiram a continuidade das pseudofunc¢oes de onda dos pseudopotenciais, na
primeira e quarta derivada em r, e uma curvatura zero na origem. Isso torna esses

potenciais suaves e de rapida convergéncia.

Assim, o pseudopotencial para o ntcleo e os elétrons do nticleo é obtido invertendo-se
as equacoes de Khon-Shan de forma que

1 VQ’I/JPP

PP
V, " =€, —Vu —vxc— =—5p—

PP’
2 Pl

n

que ¢ resolvido com a pseudodensidade de carga

n(r) =Y )P

nocup

dando um valor €, e uma pseudoautofuncao que esteja de acordo com a funcao real. O uso
de pseudopotenciais permite que a pseudodensidade de carga seja expandida suavemente

na regiao do caroco.
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E comum o uso de pseudopotenciais nao locais nesse tipo de calculo pois, permitem a
avaliacao mais simples das integrais. A transformagao mais empregada é a de Kleinman
e Bylander. As interagoes entre elétrons de valéncia, nticleos e elétrons do niticleo, podem
ser separadas por um potencial local nao dependente do ntimero quantico [ e uma forma

do pseudopotencial nao local de Kleinman e Bylander [36] no espagco real dependente de [

VPP = Ve + VEEB, (4.36)

KB

onde nesse caso v"” representa a forma nao local e é definido por um projetor da forma

lKB
max

VKB Z Z Z |len Uln len| (437)

=0 m=—1 n=1 leﬂ|vlnB|len>

onde

= (@] SVi(7)|p1n) com oVi(r) = Vi(r) = Viecar(1),

Xtmn = Xpy” (1) ¥ com xgp % (r) = Vi(r)gua(r).
Aqui xXB(r) é a pseudofuncgio para o qual vP foi calculado. Dizemos que x2Z(r) sao

fungoes projegoes de Kleinman Bylander [36].

4.3.2 Combinacao Linear de Orbitais Atémicos (LCAO)

Na LCAO os estados 1 sao escritos como uma combinacao linear de uma dada base ¢
[34]. Encontrar uma base que represente bem um orbital molecular, pode nao ser facil.
Para resolver esse problema, utilizamos a LCAO onde expandimos os autoestados que
satisfazem a equacao de Kohn-Sham em uma combinacao linear de fungoes semelhantes

a orbitais atomicos localizadas em cada sitio atomico. Assim, temos
n
=> Cye;, (4.38)
J

onde C;; correspondem aos coeficientes da combinacao linear. Assim, utilizando ¢ como

uma base na equagao de Schrodinger independente do tempo e nao relativistica, temos o

Hipi = ey, (4.39)

onde precisamos resolver esse problema de autovalor. Multiplicando pela esquerda por v}

e integrando em todo espago obtemos o problema matricial

HC = £SC, (4.40)
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onde H é a matriz hamiltoniana com os elementos
Hy = [ o Hod'r
S uma matriz de sobreposicao cujo seus elementos sao definidos como
Su= [ s
e C a matriz dos coeficientes (N x N) da forma

011 ClN

CNl CNN

A solugao que fornece os coeficientes da matriz C é obtida através da condigao de ser

linearmente independente dada pela equacao
det[HC — eSC] = 0, (4.41)

que fornece os autovalores ¢; possibilitando assim encontrar os coeficientes Cjj.

No SIESTA os orbitais atomicos sao produtos de uma fungao radial e um harmonico

esférico. Sendo assim para um atomo I localizado em R temos

Gmn (1) = Xin(r1)Yim (£), (4.42)

onde r; = r — R. Em geral ha vérios orbitais (indexados pelo nimero quantico n) com
a mesma dependéncia angular, com diferentes dependéncias radiais. Essas sao chamadas
de bases multiplo-. H& diferentes classificagoes para essas bases. A base single-zeta (SZ)
possui uma unica fungao radial para cada orbital atomico. A double-( (DZ) possui duas
fungoes radiais para cada orbital e assim sucessivamente. Outra caracteristica é o seu
alcance, este que é determinado pelo raio de corte r. discutido na teoria de pseudopoten-
ciais. Acimas de 7., as fungoes de base sao nulas. Para bases estritamente localizadas, o
raio de corte pode ser definido por meio da variacao sofrida pela energia quando o orbital

é confinado.
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4.3.3 O Hamiltoniano Eletronico e a Energia Total

Incorporando entao a aproximacao de pseudopotencial nao local, o hamiltoniano de
Kohn-Shan pode ser escrito da forma

N

1 N N N A
H=-)" §V§ + Viocat + VEZ + Vi + Vxe. (4.43)
=1

O SIESTA faz algumas manipulagées para eliminar o longo alcance de Vjpeq [34]. No
SIESTA a carga elétrica é separada em duas contribuigoes: uma parte gerada pela densi-
dade do dtomo neutro (ng) e a outra sofrida pela modificacao sofrida do sélido ou molécula
(0ng). Assim,

n(r) = no(r) + ono(r). (4.44)

Devido a linearidade da equacao de Poisson, o potencial de Hartree tem a forma
VH(n) = VH(no) + (5VH

Definindo entao o potencial do atomo neutro Vy4 como a soma da parte local do pseudo-

potencial mais o potencial de Hartree formado por ng
VNA = ‘/local + VH7

o hamiltoniano da equagao (4.43) pode ser reescrito da forma
N

1 R R R R
H=-) §v§ + VEB L Vv + 6V + Ve (4.45)
=1

Utilizando esse hamiltoniano a energia total é dada da forma

)

1
E=T+V,+ 5 Z / V;neutro(r)n;leutro(r>d3r 1+ Exc — Z Uilocal
)

+ / vnwm(r>5n(r)d3r+% / SVia(r)n(r)dr, (4.46)

onde n"wro(r) = nlocd(r) 4+ ny(r) sendo n'°@ a densidade ficticia que gera o pseudo-

potencial local.

As forgas atomicas sao obtidas diferenciando a energia total com respeito as coordenadas
atomicas, envolvendo as derivadas dos elementos da matriz. A relaxagao estrutural é
obtida quando a maior componente do vetor de forca em qualquer atomo for menor que

a tolerancia estabelecida.
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4.3.4 Calculo Numérico do Stress

O programa SIESTA define o tensor de stress da forma (3.33), isto é
. OF

ot

7 el

onde 7,j sao os indices das coordenadas cartesianas. Para passar para as unidades de

(4.47)

pressao normalizadas, devemos simplesmente dividir pelo volume da célula unitaria e
mudar o sinal. Durante a deformacao, todos vetores de posicao, incluindo os vetores dos

atomos e da rede, mudam da forma
= (6 + ez)rj. (4.48)

A forma dos projetores (projetores de Kleinman-Bylander (4.37)), densidades atomicas
e potenciais ndo mudam, mas sua origem sao deslocadas de acordo com (4.48). Desta

equacao encontramos que

or :

- = 5;»7""7 .
Oey,
A mudanca na energia total U é essencialmente devido a mudancga dessas posigoes, e

portanto o cédlculo de estresse é quase perfeitamente paralelo as forcas atomicas, sendo

assim realizado na mesma se¢ao dos codigos. Por exemplo,

OTn O 7 0T rk
Jey, Than €, Thn

(4.49)

mn’

Uma vez que 35& ¢é avaliado para célculo de forgas, esse precisa de muito pouco esforco
T

mn

extra para também multiplicar esse por 7% = para o stress.

Entretanto, ha trés excessoes para esse paralelismo. A primeira se refere a mudanca do
volume por pontos da rede ou em outras palavras, a transfomagao Jacobiana (4.48) nas
integrais sobre a célula unitaria. Este jacobiano é simplesmente 0] e leva a contribuigao

no estresse [34]

/(VNA(I') + %5VH(T))5H(I‘)d3T + EXC 55 (450)

A renormalizacao da densidade, requer conservar a carga quando o volume muda. A
segunda excecao, vem devido ao fato de deformamos a rede, temos uma mudanca no fator
1/|r —r'| das integrais de energia eletrostatica. Lidamos com essa contribui¢ao no espago
reciproco quando calculamos o potencial de Hartree, avaliando as derivadas dos vetores

do espaco reciproco com respeito a €j;, pois

KJI = Kk((;f — Ejl5lk),
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entao
o 1 55 _2Kij
Oerm K2 Lj¥mk = K4

. (4.51)

Finalmente, a terceira excecao é a contribuicao especial que aparece no funcional de

troca e correlacdo GGA, da mudanca do gradiente da densidade deformada n(r) — n(r’).
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5 Resultados

Apresentamos agora os resultados numéricos da simulacao. Este trabalho é uma inicia-
tiva do nosso grupo a fim de se estudar propriedades mecanicas utilizando o formalismo
da teoria do funcional da densidade, entao, buscamos verificar os critérios de convergeéncia
necessdrios a este estudo. E importante dizer aqui que nao estamos dizendo que as quan-
tidades de pontos nesse trabalho sao suficientes para se obter a convergéncia total desses
calculos, na verdade o nimero de pontos nao é suficiente. A justificativa é que esse tra-
balho tem também como objetivo, servir de um guia para pessoas que desejam estudar
propriedades mecanicas utilizando o formalismo da DFT. Seria necessario mais pontos de
integracao para se obter a convergéncia final. Isso ficara mais claro quando discutirmos o

método de Monkhorst Pack para as integracoes necessarias em nossos calculos.

Utilizamos neste trabalho uma super célula quadrada constituida de 8 d&tomos como se

pode ver na figura 5.1. Em nossa super célula, as dire¢oes armchair e zigzag correspondem

Y

Figure 5.1: Super Célula de grafeno com 8 dtomos.

ao0s eixos X ey, respectivamente representado na figura 5.1. Utilizamos nos calculos bases
do tipo double-( e a aproximacao GGA proposta por Perdew-Burque-Erzenhof (PBE)
para o funcional de troca e correlacao. Para se obter com precisao as integragoes na zona
de Brillouin levando-se em conta os deslocamentos da célula ao sofrer a tensao, utilizamos

o método de Monkhorst Pack [39][40].
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O método de Monkhorst-Pack ¢é utilizado para calculos de algumas grandezas fisicas na
estrutura eletronica como exemplos, energia, contagem de életrons em bandas e densidade
eletronica. Este método leva em conta uma super-célula, cuja rede reciproca ¢é utilizada

nas integragoes com valores de grid da forma
D
2n; — N; — 1>
Kn17n2,n3 - ; Z—QN: k’i, (51)
onde D é a dimensao do cristal, /N; o nimero de pontos distribuidos na primeira zona

de Brillouin, n; cada ponto do espaco e k; os vetores de rede do espago reciproco. Uma

discussao mais detalhada do método é descrita no apéncice deste trabalho.

No SIESTA a representacao do grid de Monkhorst-Pack para um cristal tridimensional

¢ dado pela matriz M e um vetor deslocamento d definidos como:

My My M
M = My Moy Mo |
Msy Msy  Mss
e
dy
d=1| d,
ds

A super-célula do método é definida como um romboedro cujas arestas sao os vetores
coluna da matriz M, na base dos vetores unitarios da célula utilizada no calculo. Neste
trabalho utilizamos d como um vetor nulo. Adotarei a notacao do programa daqui em
diante, entao ao trabalharmos com trés valores de grid diferentes para a analise de con-
vergéncia, utilizaremos trés matrizes diferentes M. Utilizaremos o mesmo vetor d em

todas as diferentes matrizes M.

Ultilizamos trés valores diferentes para o niimero de pontos do método, isto é, N; = 3,

N; =6 e N; =9. Na notagao do SIESTA é o mesmo que utilizar as matrizes,

300 6 0 0 9 00
Ma=|03 0 [, Mp=106 0 [, Mc=109 0 [,
0 01 0 01 0 01

onde M, corresponde ao valor de N; = 3, My corresponde ao valor de N; = 6 e M,

corresponde ao valor N; = 9.
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Como primeiro resultado, submetemos a nossa folha de grafeno a diferentes tensoes de
cisalhamento nas direcoes dos eixos x e y correspondendo as diregoes armchair e zigzag,
respectivamente. Analisamos o comportamento da curva tensao versus deformacao ao
longo dos respectivos eixos, sem que a monocamada de grafeno alcance o regime plastico.
Nesta andlise, utilizamos diferentes valores de grid e os resultados sao mostrados nas

figuras 5.2 e 5.3.

H———F———T——7—

Figure 5.2: Tensaoxdeformagao: tensdes aplicadas ao longo da diregao armchair da folha de grafeno.

Notamos que as curvas de tensao versus deformacao possuem uma parte linear e outra
nao linear nos eixos x e y. Como vimos no capitulo 3, a parte linear da curva de tensao
versus deformagao nos da a constante de rigidez do material ou médulo de Young (Y). A
medida em que aumentamos a tensao, nos afastamos do regime de pequenas deformagoes,
isto é, do regime linear. O cardter nao linear se torna cada vez mais evidente a medida

que aumentamos a tensao na monocamada de grafeno.

Observamos um problema de convergéncia numérica ao aplicarmos a tensao na direcao

zigzag para um valor de grid pequeno. A curva associada ao valor de grid da matriz
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40 ————————————

0,2

Figure 5.3: Tensaoxdeformagao: tensoes aplicadas ao longo da diregao zigzag da folha de grafeno.

M., apresentou um comportamento anomalo no regime linear. Esse comportamento
caracterizou uma propagacao de erro ao longo de toda curva. Esse erro acontece devido ao
fato do ntimero de pontos utilizados no método de Monkhorst Pack nao ser suficiente para
a convergéncia numerica de tal propriedade. Notamos que para maiores valores de grid,
alcangamos a convergéncia numeérica e isso é observado para os valores correspondentes as
matrizes My, e M. Nota-se que esse comportamento anomalo nao aparece para a mesma

matriz M, na dire¢ao armchair.

Notamos que para as matrizes My, e M, o resultado do comportamento tensao versus
deformacgao é bem convergido como se pode observar nas figuras 5.2 e 5.3. Assim, podemos
estudar as propriedades mecanicas baseados nesses dois valores. Baseado nesses valores
de grid, pudemos comparar as curvas tensao versus deformacao nas direcoes armchair e
zigzag com o resultado experimental [5]. Mostramos esta comparagao nas figuras 5.4 e

5.5 para as matrizes My, e M, respectivamente. Notamos que as respostas das curvas de
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tensao versus deformacao estao totalmente de acordo com o resultado experimental. Nota-
se também que as curvas correspondentes em cada eixo sao quase ideénticas, e podemos
considerar o grafeno em uma primeira aproximagcao, como um sélido isotropico. Isto esta

de acordo com o limite do continuo.

35 T T T

30 =
251 -
=20+ -
g 20
=
~ i p ]
© 15 ~—* T, 7]

®—@ experimento

Figure 5.4: Comparacao das curvas tensdoxdeformacio nas dire¢oes armchair e zigzag para a matriz

My,

35— T
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Figure 5.5: Comparagao das curvas tensaoxdeformagao nas diregoes armchair e zigzag para a matriz

M..
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Se analisarmos a regiao linear das figuras 5.2 e 5.3 comparando com o experimento de

Lee, podemos como uma primeira avaliacao estimar o valores para o médulo de Young

da monocamada de grafeno nas direcoes armchair e zigzag através de uma regressao

linear. Com essa aproximagao, tomamos nossa regiao linear até a tensao de 10N/m como

mostrado na figura 5.6.

]0 T T T T , T ]0 T T T T ” T
/4 v
= ’ - - ,/ -
4 4
8 ; = 8 /, =
(4 /4
5 7 i L Y J
/4 Z
X /3 4
< /4 ] /4
© /4 | -
41 A 4 4 A
| - M | L fy - M, |
- M /4 - M
2 — reg.linearexp.| _| oL = reg. linear exp.| _|
0 L 1 | | 1 0 1 | L | 1 | 1
0 0,01 0,02 0,03 004 0 0,01 0,02 0,03
€ €

XX

Yy

0.04

Figure 5.6: Regime linear das tensoes aplicadas ao longo das dire¢des armchair e zigzag na monocamada

de grafeno.

Obtemos, como resultado da regressao linear, os seguintes valores de médulos de Young

(Y) mostrados na tabela abaixo.

Resultado da Regressao Linear
Tensao | Matriz M | Médulo de Young (N/m)
lopom M, 297.32 + 0.11
Oyy M, 296.25 + 0.11
lopom M., 299.79 £+ 0.13
Oyy M., 310.86 £+ 0.10

Observamos que todos diferentes valores do médulo de Young obtidos da regressao linear

estao consistentes com o valor experimental [5] de (340.00 & 50.00)N/m. Isso mostra que

a teoria do funcional da densidade é uma boa ferramenta para o estudo de propriedades
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mecanicas do grafeno para este tipo de aproximagao. Obtivemos valores contidos nos

erros experimentais.

Na tentativa de buscar os mddulos de elasticidade de Young e o efetivo descritos no
experimento de Lee (2.3), fizemos uma regressao de segunda ordem para estimar esse
valores para os dados convergidos nas direcoes armchair e zigzag. Esses valores estao

reprentados na tabela abaixo.

Resultado da Regressao de Segunda Ordem

Tensao | Matriz M | Médulo de Young (N/m) | Médulo de El. Efetivo
o M, 228.7 -508.4
Oy M, 225.7 -494.9
fope M. 232.1 -047.7
Ty M, 224.0 493.0

Notamos que os valores obtidos nao estao contidos dentro dos erros experimentais. Uma
possivel justificativa, seria o fato dos niimeros de pontos para as integracoes no método de
Monkhorst Pack nao serem suficientes para a convergéncia do calculo. E preciso realizar
mais testes numéricos para a obtencgao e andalise desses valores. Logo com essa quantidade
de nimeros de pontos, nao foi possivel adiquirir valores consistentes com o experimento

de Lee para os médulos de Young e elasticidade efetivo.

Ainda no regime linear, analisamos como a energia de Fermi varia com as tensoes nas
dire¢oes armchair e zigzag, como mostram as figuras 5.7 e 5.8. A variagao da energia de
Fermi corresponde a variagoes na func¢ao trabalho no caso de um material bidimensional,
0 que é o caso. Vemos que a medida que aumentamos a tensao, mais dificil se torna a
retirada de elétrons do material. Essa relacao é linear como se pode ver nas figuras 5.7 e
5.8. Notamos também que o tamanho da matriz M, nao compromete o calculo da variacao
da energia de Fermi em nenhuma das direcoes da folha de grafeno. Notamos também que
para o valor mais convergido, isto é, a matriz M,, o iltimo ponto ficou deslocado, mas
nos afastamos do comportamento linear (10 N/m). Isso sugere uma possivel questao de
convergéncia em altas tensoes aplicadas ou também a hipdtese de quebra de simetria do
material. Para a justificagao da quebra de simetria, seria necessario fazer o estudo de

estrutura eletronica com tensoes aplicadas, o que deve ser a continuidade deste trabalho.
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Figure 5.8: Variagao da energia de Fermi versus tensdo na direcao zigzag.
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Por fim, observamos como a razao de Poisson (v) varia de acordo com a tensao apli-
cada para cada matriz utilizada, mostramos isso nas figuras 5.9 e 5.10. Como pode ser
observado, resultados para a matriz M, também nao estao convergidos. Isto mostra a
influéncia do método de Monkhorst Pack na convergéncia dos estudos de propriedades
mecanicas. Para o grid mais convergido, também observamos um ponto fora da curva na
direcao armchair. Uma primeira justificava para esse caso é o fato de estarmos no regime
de altas tensoes. Mas também pode ser apenas um simples problema de convergeéncia,
logo é necesséario a realizacao de mais testes numéricos para concluir ou descartar esta
hipétese. Em seguida, observamos a razao de Poisson v para os valores de grid convergidos

e notamos um comportamento similar mesmo para eixos diferentes, figura 5.11.
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Figure 5.9: Razao de poisson versus tensao aplicada na diregao armchair.
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Figure 5.11: Razao de poisson versus tensao aplicada para as matrizes My, e M, respectivamente.



64

6 Conclusoes e Perspectivas

Como podemos observar através dos resultados, a teoria do funcional da densidade é
uma boa ferramenta para o estudo de propriedades mecanicas da monocamada de grafeno.
Obtivemos o comportamento da curva de tensao por deformacao muito préximo do valor
experimental encontrado na literatura. Percebemos que a medida em que aumentamos
o numero de pontos de integracao, isto é, os valores do grid, chegamos mais préximo ao
comportamento experimental para folha de grafeno. Notamos que é necessario tensoes da
ordem de grandeza de gigapascal (G Pa) para que a folha de grafeno sofresse deformagoes.
Isso mostra a dureza da folha de grafeno. A quantidade de pontos para se estabelecer
a convergeéncia absoluta nao é dada nesse trabalho. Este trabalho é um primeiro estudo
sobre propriedades mecanicas do grafeno do nosso grupo e focamos bastante nos cuidados
a se ter ao realizar esse tipo de estudo. Também é conhecimento da area que esses niimeros
de pontos do método de Monkhorst Pack varia de material para material, temos uma certa

liberdade com relacao a isso.

Com o objetivo de determinar os médulos de elasticidade do material, utilizamos duas
técnicas diferentes para a determinacao dessas propriedades. Através de uma regressao
linear, calculamos com uma boa precisao, valores para o modulo de Young do grafeno e
estes estao de acordo com os experimentos ja realizados por Lee e colaboradores. Essa
técnica nao permite a determinacao do médulo de elasticidade efetivo do material. Nota-
mos que mesmo que os valores de grid nao sejam suficientes para a convergéncia absoluta
do célculo (grids baixos mas todos convergidos), esta técnica permite uma primeira esti-
mativa para o valor do médulo de elasticidade do material. Na tentativa de estabelecer os
dois médulos de elasticidade efetivos do material, usamos os valores de grids convergidos
no trabalho e fizemos uma regressao quadratica. Como vimos pela tabela do capitulo
de resultados, os valores para os moédulos de elasticidade nao foram compativeis com o
experimento do grupo de Lee. Isso pode ser justificado por nao se ter obtido pela con-
vergéncia absoluta dos calculos, mas é necessario mais testes numéricos para uma melhor
conclusao. Logo a andlise da regressao linear de segunda ordem fica inconclusiva sem mais

testes numericos.
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Préximo ao regime linear, analisamos a variacao da energia de fermi com relagao a
tensao. Notamos que a resposta da variacao da energia de fermi varia linearmente com a
tensao. Observamos que mesmo para valores baixos como observamos para a matriz M,
obtivemos valores convergidos. A variacao da energia de Fermi corresponde a variacoes
na funcao trabalho no caso de um material bidimensional. O resultado mostrou que é
mais dificil a retirada de um elétron da folha de grafeno tensionada do que na folha de

grafeno relaxada.

Apresentamos também o calculo da razao de Poisson. Analisamos o comportamento
da razao de Poisson do grafeno quando este é submetido a diferentes tensoes nas diregoes
armchair e zigzag. Os valores encontrados para a razao de Poisson do grafeno estao de
acordo com o estudo da mecanica do continuo, pois observamos que os valores estao todos
contidos no intervalo de 0 < v < 0.5. Notamos que valores baixos de grid na direcao zigzag

nao levam a convergéncia do resultado.

Observou-se que baixos valores do grid no método de Monkhorst Pack afetam brusca-
mente o estudo de propriedades mecanicas do grafeno. Notamos uma inconsisténcia no
comportamento caracteristico (tensdo versus deformagao) e em grandezas fisicas (razao
de Poisson). Mas nao notamos diferenga ao analisarmos a variacao da energia de Fermi
com a tensao uma propriedade eletronica do material. Logo no estudo de propriedades
mecanicas ¢ necessario um cuidado no critério de convergéncia numérico, para a deter-

minacao dos moédulos de elasticidades e da razao de poisson.

Como perspectivas futuras pretendemos estudar a parte eletronica, que sé nao foi feita
devido a falta de tempo. Também como continuidade do trabalho, podemos analisar o

comportamento da razao de poisson da monocamada de grafeno sobre efeitos de dopagem.
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A Monkhorst-Pack

A.1 Amostragem de Pontos no Espaco Reciproco

A avaliacao de algumas quantidades do célculo realizado como energia e densidade
eletronica sao calculadas no espaco reciproco com o objetivo de otimizar o tempo com-
putacional. Os céalculos dessas quantidades sao realizados na primeira zona de Brillouin
(ZB) e sao aproximados por somas sobre alguns pontos da ZB. Esses pontos podem ser
pensados como novos pesos de integragoes préximos aos pontos de simetria na ZB e quanto

maior a quantidade de pontos, mais proximo o resultado da soma estara da integral.

Existem alguns fatores que possibilitam a reducao do nimero de pontos:

e O tamanho da célula unitaria: quanto maior for o tamanho da célula no espago real,
menor sera no espaco reciproco. Em sistemas de células grandes poucos pontos sao

nescessarios para os calculos;

e A simetria da zona de Brillouin: definimos a zona de Brillouin irredutivel (ZBI) como
a menor porc¢ao da zona de Brillouin de forma que seja suficiente para reproduzir a

zona inteira através de operacoes de simetria;

e Pontos especiais: existem pontos dentro da primeira ZB que permitem uma maior
eficiéncia na avaliacao dessas propriedades fisicas. Mas é importante evitar os pontos

de altas simetrias tais como I', M, K e K.

A maneira mais utilizada para se gerar uma amostragem de pontos que descreva a zona
de Brillouin de maneira adequada, é através do método proposto por Monkhorst e Pack
[39]. Para um cristal tridimensional, a equacao adequada para gerar a amostragem de
pontos é
3

2n; — N; — 1~
Kn177l27n3 = Zl #kw (A1>

K]
onde k; sao os vetores de rede do espaco reciproco, N; o nimero de pontos distribuidos

na direcao i e n; = 1,2,3,--- N;.
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Algumas das vantagens de utilizar esse método sao:

e Um conjunto uniforme de pontos gerados por uma equacao de rede bem simples;
e Pode ser aplicado para qualquer sistema;

e Evita os pontos de alta simetria.

A titulo de ilustracao do método de Monkhorst-Pack, tomemos como exemplo uma rede
bidimensional quadrada com parametro de rede a. Os vetores de rede da minha célula

quadrada no espago reciproco sao:

L o, 2.
a

a
Gerando uma amostragem de pontos 4 x 4, isto é, Ny = Ny = 4, temos

2ny —4 -1 - 2ng —4—-1 - 2 a N
R+ (R = (e = 5)i+ 2na—5)j]. (A3)

Km,nz = ( 3a

Figure A.1: Distribuicio de 4 x 4 pontos k na primeira zona de Brillouin de uma rede quadrada. Os
circulos pretos representam os pontos da rede reciproca, as cruzes representam os pontos gerados pelo

método de Monkohrst-Pack.

Podemos notar que os pontos de alta simetria foram evitados. Percebemos também
que em nossa rede quadrada todos os 16 pontos gerados estao contidos dentro do interior
da zona de Brillouin. Mas isso é particular da geometria da célula quadrada. Em uma
outra geometria, nao necessariamente a quantidade de pontos gerados estara dentro da
primeira zona de Brillouin. Isso vai depender da quantidade de pontos gerados e da
geometria especifica. Como exemplo, podemos citar que em uma rede bidimensional
hexagonal também gerada por uma amostragem 4 x 4, 14 pontos estao dentro de sua

primeira zona de Brillouin e 2 estao fora da primeira zona de Brillouin.
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