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Resumo

Muitos dos problemas reais que envolvem filas sdo caracterizados por processos nos quais
solugoes matematicas exatas nao sao conhecidas ou sao de dificil obtengao de forma analitica.
Neste sentido, solugoes que envolvem analises computacionais, simulagdes ou aproximacoes
sao de grande importancia. Neste trabalho foi desenvolvido um algoritmo para realizar
simulagoes de Monte Carlo em sistemas de filas gerais e, por meio dos resultados simulados
foram obtidas estimativas para as medidas de interesse do sistema. A ideia central consiste
em gerar aleatoriamente, e de forma independente, duas sequéncias que representem o tempo
entre chegadas e o tempo de servico. Uma vez que o momento da chegada de cada usuario
estd determinado, bem como seu tempo de servico, tudo que ird ocorrer no sistema pode ser
conhecido de forma deterministica. Para avaliar os resultados obtidos por meio do algoritmo
desenvolvido nesta pesquisa, estes sao comparados a alguns resultados exatos ou aproximados
que sao apresentados ao longo do texto.

Palavras-chaves: Simulagdes de Monte Carlo; Teoria das filas; Algoritmos.



Abstract

Many of the real problems involving queues are characterized by processes in which exact
mathematical solutions are not known or are difficult to obtain analytically. In this sense,
solutions involving computational analysis, simulations or approximations are of great im-
portance. In this research, an algorithm was developed to perform Monte Carlo simulations
for general queueing systems and, through the simulated results was obtained estimates for
the performance measure of interest of the system. The central idea is to randomly and in-
dependently generate two sequences that represent the time between arrivals and the service
time. Once the arrival time of each user is determined, as well as his service time, everything
that will happen in the system can be known in a deterministic way. To evaluate the results
obtained by the algorithm developed in this research, these are compared to some exact or
approximate results that are presented throughout the text.

Keywords: Monte Carlo simulations; Queuing theory; Algorithms.
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1 Introducao

Esperar em uma fila é uma situacao por qual todos ja passaram. Esperamos na fila do banco
ou do supermercado, esperamos pelo atendimento de algum servico de call center, esperamos
em fila nos carros, seja por conta de um pedagio ou congestionamento, esperamos na fila
dos restaurantes, seja literalmente em uma fila aguardando pelo atendimento, ou sentados
esperando pelo momento em que seremos finalmente atendidos.

A verdade é que nés, enquanto clientes, nao gostamos dessas esperas, e aqueles que fornecem
os servigos que usufruimos, em geral, também nao desejam que tenhamos de esperar. Entao
por que a espera ocorre? A resposta é facil: Existe uma alta demanda e o fluxo com que essa
demanda ¢ atendida nao é alto o suficiente, seja por uma questao do tempo de atendimento
ou limitacao de recursos, quanto mais préxima a demanda é da capacidade de atendimento,
maior tende a ser a espera. Por exemplo, um restaurante pode nao possuir funcionarios o
suficiente para atender todos seus clientes de modo que o tempo de espera seja pequeno, logo
os clientes precisam esperar mais do que desejam para serem atendidos, e isso pode acontecer
por ser economicamente inviavel manter tantos funcionarios no restaurante.

Neste sentido, conhecer a demanda por um servico e a capacidade do atendimento é de ex-
trema importancia para responder perguntas como: “Quanto tempo um cliente ira esperar?”
e “Quantas pessoas estarao esperando?”. A teoria das filas tenta (e em muitos casos consegue)
responder a essas e outras perguntas através de analises matematicas detalhadas.

Entretanto muitos dos problemas reais que envolvem filas sdo caracterizados por processos
nos quais solucoes matematicas exatas nao sdo conhecidas ou sdo de dificil obtencao de
forma analitica. Neste sentido, solugoes que envolvem analises computacionais, simulagoes
ou aproximagoes sao de grande importancia.

O objetivo deste trabalho é apresentar um algoritmo que pode ser aplicado para realizar a
simulagao de um sistema de filas, e por meio desta simulacio fazer estimativas a respeito de
algumas medidas de interesse. Além disso, estd entre os objetivos comparar os resultados
gerados por esse algoritmo a alguns resultados exatos que ja sao conhecidos na literatura.
Por meio desta comparagao, espera-se convencer o leitor a respeito da acuracia das esti-
mativas geradas através das simulacoes. Por outro lado, ndo estd entre os objetivos desta
pesquisa propror que os resultados estimados pelo algoritmo sejam utilizados em detrimento
dos resultados exatos, mas sim apresenta-los como uma alternativa viavel e de facil aplicacao.

Ao longo do texto, o termo “simulagoes” é utilizado frequentemente e se refere as simulacoes
de Monte Carlo. Este método é amplamente utilizado e bem consolidado na literatura, e
consiste em realizar amostragens aleatérias de forma repetida para se obter estimativas de
interesse, que seriam de dificil obtencao de forma analitica.

1.1 Notacgoes e definicoes basicas

Em geral, em um sistema de filas, temos quatro medidas principais:

e Tempo de espera total no sistema.



o Tempo de espera na fila.
e« Numero de usudrios no sistema.
o Numero de usudrios na fila.

O tempo médio de espera de um usudrio na fila serd denotado por W, e o tempo médio de
espera no sistema denotado por W. O ntimero médio de usudrios na fila ¢ denotado por L, e
o nimero de usuarios no sistema denotado por L. Neste sentido, a fila pode ser compreendida
como a parte do sistema em que os usuarios aguardam pelo atendimento. Ja o sistema pode
representar qualquer tipo de operagdo composta por um fluxo de chegada e saida apds um
certo tipo de atendimento ou servico. Por fim, o termo “usuarios” pode ser entendido no
sentido mais amplo possivel, sendo estes os sujeitos ao servigo ou atendimento realizado no
sistema.

Uma andlise quantitativa de um sistema de filas requer a caracterizacao de 6 componentes:

1. Padrao de chegadas dos usuarios.

2. Padrao de servigo/atendimento.

3. Numero de servidores/canais de atendimento.
4. Capacidade do sistema.

5. Disciplina da fila.

6. Numero de estagios do atendimento.

Para caracterizar este processo usamos a notagao proposta por Kendall [2], que se tornou
um padrao na literatura. Seja A/B/C/Y/Z onde A denota a distribuigdo do tempo entre
chegadas, B a distribui¢ao do tempo de servico, C o niimero de servidores, Y a capacidade do
sistema e Z a disciplina da fila. Na pratica, se Y = oo omitimos a capacidade do sistema, e
caso a disciplina da fila seja o atendimento por ordem de chegada também omitimos o termo
Z. Como neste texto serao considerados apenas sistemas cujo atendimento é por ordem de
chegada e sem limitagdo de capacidade, usaremos entao a notagao A/B/C.

O sistema mais geral é denotado por G/G/C. G indica que a distribuigdo deste componente
no sistema ¢ geral. Caso fosse substituida pela letra M a distribuicao referida é a exponencial,
e caso fosse a letra D a referéncia seria para o cenario deterministico, isto é, com intervalos
de tempo fixo para as chegadas ou tempo exato de atendimento.

O leitor também pode encontrar em outras referéncias a notagado GI/G/C, que deixa explicito
que a distribuicao do tempo entre chegadas é geral e que as chegadas dos usuarios ao sistema
ocorrem de forma independente. Neste texto adotaremos a notagao G/G/C e estudaremos
esse sistema sob as seguintes premissas:

1. O tempo entre chegadas e o tempo de servigo podem assumir qualquer distribuicao e
C denota o nimero de servidores que atuam em paralelo.



2. O tempo entre chegadas e o tempo de servico sao independentes.

3. S6 existe uma fila de capacidade infinita na qual os usuarios aguardam e sao atendidos
por ordem de chegada.

1.2 Organizacao do texto

Este texto estd organizado da seguinte forma: No Capitulo 2 sera apresentado o algoritmo
que foi utilizado para realizar todas as estimativas presentes neste trabalho. Espera-se que ao
final deste capitulo o leitor compreenda a logica por tras das simulagoes e como sao estimadas
as medidas de interesse.

No Capitulo 3 serao apresentados alguns resultados gerais validos para sistemas G/G/C, entre
eles a Lei de Little, talvez o resultado mais famoso e também mais importante a respeito
deste tipo de sistema.

No Capitulo 4 serao apresentados e demostrados os resultados tedricos exatos para as medi-
das de interesse em um sistema M/G/1, aquele em que as chegadas ocorrem segundo uma
distribuicao exponencial, mas o servigo pode ser realizado segundo uma distribuicao geral
por apenas um servidor.

Ja no Capitulo 5 a atencao serd voltada para sistemas G/M/1, em que os intervalos entre as
chegadas ocorrem com distribuicao geral, mas o tempo de servigo do tinico servidor disponivel
segue distribuicao exponencial.

Em todos estes capitulos em que sao apresentados resultados tedricos, serao vistos exemplos
nos quais iremos aplicar o algoritmo de simulagoes para obter estimativas para as medidas de
interesse e compara-las aos resultados exatos. Espera-se que por meio destas demostracgoes
e exemplos o leitor veja a complexidade do processo de obtencao de resultados exatos e a
simplicidade do processo de obtencao de resultados simulados.

No Capitulo 6 sera realizada uma breve comparacao dos resultados do algoritmo que sera
apresentado neste texto com os resultados gerados pelo queuecomputer [3], um pacote re-
centemente desenvolvido em linguagem R com o mesmo objetivo do algoritmo desenvolvido
nesta pesquisa. Nao ¢é objetivo desta comparacao eleger o melhor método de se realizar simu-
lacoes desta natureza, mas sim mostrar a consisténcia dos resultados gerados pelo algoritmo
quando comparados aos resultados gerados por outro método.

Por fim, no Capitulo 7 serao apresentadas algumas consideragoes finais a respeito de tudo
que sera exposto ao longo do texto. Diante de tudo que foi mencionado, podemos dizer que o
algoritmo que veremos a seguir tem finalidade didatica, uma vez que possibilita que o leitor
entenda como simulacoes desta natureza podem ser realizadas. Além disso, as comparacoes
tém a finalidade de convencer o leitor sobre a acuracia dos resultados gerados pelas simulagoes
de Monte Carlo.
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2 O algoritmo de simulacgoes

Neste capitulo sera apresentado um algoritmo que pode ser utilizado para simular um sistema
de filas real. A ideia central consiste em gerar aleatoriamente, e de forma independente, duas
sequéncias que representem o tempo entre chegadas e o tempo de servico. Uma vez que o
momento da chegada de cada usuério estd determinado, bem como seu tempo de servico,
tudo que ird ocorrer no sistema pode ser conhecido de forma deterministica. Para entender
melhor essa afirmacdo basta observar que, uma vez que os tempos entre as chegadas sao
conhecidos entao o momento em que cada usuario chegard ao sistema também ¢é, e sabendo
também o tempo que levard o atendimento de cada um, é possivel saber o momento exato
em que o servigo serd iniciado e finalizado.

Basicamente, é necessario apenas computar os momentos de chegada, inicio e fim dos atendi-
mentos para cada usuario, e para isso é necessario conhecer apenas os tempos entre chegadas
e tempos de servico, que sao gerados aleatoriamente e passam a ser conhecidos antes de se-
rem utilizados como input no algoritmo que veremos a seguir. Ebert et al. [3] recentemente
realizaram um trabalho também focado no uso de simulagoes em sistemas G/G/C e desen-
volveram um pacote em R, queuecomputer, que realiza simulagoes e retorna estimativas a
respeito do sistema desejado.

O algoritmo que veremos aqui foi desenvolvido de forma independente, mas quando aplicado
reflete os mesmos resultados apresentados pelos autores do queuecomputer. Nesta pesquisa,
o algortimo que veremos abaixo foi implementado em liguagem R e é ele que sera utilizado
para gerar os resultados simulados ao longo de todo o texto. Nao esta entre os objetivos deste
trabalho implementar o algoritmo que sera mostrado em um pacote na linguagem R, haja
vista a existéncia do queuecomputer que pode ser utilizado de forma muito eficiente. Logo
o principal objetivo da criacao deste algoritmo é elucidar o funcionamento de um algoritmo
que realiza este tipo de simulagoes e comparar os resultados a outros ja conhecidos.

Sejam X1, Xo,..., X, e Y1, Y5, ..., Y, sequéncias independentes geradas aleatoriamente para
representar o tempo entre chegadas e o tempo de servigo, respectivamente. Estas sequéncias
podem ser geradas com base nas distribui¢coes que melhor se ajustam ao sistema.

Considere que a média do tempo entre chegadas é % e que a média do tempo de servigo é
i, sendo estes valores levados em consideragao para gerar as sequéncias citadas acima. Para

um sistema com C' servidores, seja S uma matriz C' x 3 tal que:

e s;1 = 1 se o servidor 7 estd ocupado e 0 caso contrério.
* 5,9 indica o momento de inicio do atendimento pelo servidor 4.
+ 5;3 indica o momento projetado para o fim do atendimento do servidor <.

Durante as iteracoes do algoritmo os elementos da matriz S serao atualizados representando
a evolucdo dos atendimentos, considere S*¥ a matriz S no passo k. Inicialmente temos S° =
Oc w3, indicando que todos servidores estao disponiveis no tempo 0.

Seja H = (Hy, ..., H,,)" um vetor tal que
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onde £ = 1,2,...,n. Ou seja, como H ¢é formado pela soma acumulada dos tempos entre
chegadas, Hj representa o momento de chegada do usuario k no sistema. Seja Y o vetor
formado pelos tempos de servico, V' o vetor que indica a vacincia no sistema, T o vetor
que indica o tamanho da fila, E o vetor que indica a espera na fila, A o vetor que indica o
momento de inicio do atendimento e L o vetor que indica o ntimero de usuarios no sistema.
Por fim seja F},«3 uma matriz tal que:

e fi1 indica o momento de chegada do usuario ¢ na fila.
» fi2 indica o momento em que o usudrio ¢ saira da fila.

» fi3 indica o tempo que o usudrio ¢ permaneceu na fila.

O ntmero de usuérios na fila é dado por m, nimero de linhas na matriz F', logo a matriz F’
pode ter seu tamanho alterado durante a execucao do algoritmo. Os vetores V, T, Ae L e as
matrizes F' e S serao alterados ou criados pelos valores encontrados durante a execugao do
algoritmo, seguindo os passos abaixo para todo elemento k € {1,2,...,n}, representando os
usuarios no sistema. Os resultados obtidos apds a execucao do algoritmo devem ser vistos na
perspectiva de um processo com tempo discreto marcado pela chegada de um novo usuario
no sistema. Portanto, as medidas que serao descritas a seguir refletem o cenario que um novo
usuario encontraria no sistema ao chegar. Iniciando com k£ = 1 faca:

1. Verifique e atualize a disponibilidade de cada servidor no momento da chegada do
usuario k,

o 1 se sﬁgl > Hy,
bl 0 caso contrario.

onde s,ﬁl é o elemento da i-ésima linha e primeira coluna da matriz S no passo k, que
indica a vacancia do servidor 7, e sigl é o elemento da terceira coluna no passo k — 1,
que indica o momento do fim do atendimento do usuério anterior. Ou seja, servidor ¢
esta ocupado se o momento do fim do atendimento anterior ¢ maior que o momento de

chegada do usuario atual, para todo i =1,2,...,C.

2. Registre a vacancia dos servidores,

C
Vk:O—ZSﬁl.
=1

1=

A soma da coluna 1 da matriz S* indica o total de servidores ocupados no passo k,
logo a quantidade acima registra o nimero de sevidores livres.
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3. Se V,, > 0, va para o passo 4, caso contrario, v para o passo 5.

4. Se Vi > 0, significa que existe pelo menos um servidor livre e o usudrio nao precisara
esperar na fila. Nesse caso siga os passos abaixo.

Escolha i tal que s, = 0, este é o servidor livre que ird realizar o atendimento, e
faga s¥, = 1, este servidor agora esta ocupado.

Faca s¥, = H}, ou seja, o momento de inicio do atendimento é o momento em que
o usuario k chegou no sistema.

Faca s¥, = Hyp+Y}, isto é, 0o momento em que o servidor i terminara o atendimento
¢ dada pelo momento de chagada do usuario mais o seu tempo de servigo.

Como existe pelo menos um servidor livre, logo nao existe fila, entao faca m = 0,
ou seja, a matriz [}, 3 nao existe.

Faca T}, = m = 0, isto é, o tamanho da fila no momento k é zero.
Faca Fj) = 0 pois nao houve espera na fila.
Faga Ay = Hj, pois o inicio do atendimento é no momento da chegada.

Faca Ly = (Ziczl sfl) — 1. Este é o niimero de usudrios no sistema sem contar o
usuario que acabou de chegar, ou seja, ¢ a ocupagao do sistema no momento da
chegada do usuario k.

Va para o passo 6.

5. Se Vi = 0, significa que nao existem servidores livres e o usuario precisard esperar na
fila. Nesse caso siga os passos abaixo.

Faca m = m + 1, ou seja, a matriz que representa a fila ganha mais uma linha
para representar o novo usuario que ira esperar pelo atendimento.

Faca f,,1 = Hy, isto ¢, o momento que o individuo chega na fila ¢ o momento que
chega no sistema.

Faca fo2 = {sﬁgl : sﬁgl < 3?51,‘#]' = 1,..,C,j # i}, ou seja o momento em

que o usuario k saird da fila é o momento em que o primeiro servidor finalizar o
atendimento.

Faca fi3 = fim2 — fm,1, isto é, o tempo de espera na fila serd dado pelo momento
da saida menos o momento da chegada.

Faca Ej, = fi.3, 0 tempo de espera fica registrado no vetor E.

Pelo passo ¢ temos {i : sﬁgl < s?ﬁgl,v‘j =1,.,C,j # i}, em que i estd associado
ao servidor que ficard livre primeiro e realizara o proximo atendimento.

Faca s, = 1, pois o servidor se mantera ocupado.

Faca sF, = sﬁgl, ou seja, o momento de inicio do atendimento é o momento em

que o servidor ficou livre do atendimento anterior.

Faga s¥, = Qfgl + Y}, isto é, o momento em que o servidor ¢ terminara o atendi-

mento é dada pelo momento de inicio do atendimento mais o tempo de servigo.
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(j) Atualize o tamanho da fila. Caso f;» < Hj significa que o inidividuo 7 ja deveria
ter saido da fila antes da chegada do usuario k, portanto elimine da matriz F
todas as linhas nessa situacao e atualize m com o niimero de linhas restantes.

(k) Faga T, = m — 1 para representar o nimero de usuérios na fila no momento da
chegada do usuario k.

(1) Faca Ay = s¥,, para registrar o momento em que iniciard o atendimento.

(m) Faga Ly = C'+m — 1, o ntimero de usudrios no sistema no tempo k é dado pelo
tamanho da fila sem contar o usuario £ mais o nimero de servidores, uma vez que
estao todos ocupados.

(n) V& para o passo 6.

6. Se k = n encerre o algoritmo, caso contrario faca k = k + 1 e retorne ao passo 1.

Ao final da tdltima iteracao, as matrizes S e F' podem ser descartadas, por outro lado, os
vetores A, V, T, E, L e Y agora armazenam os registros do sistema para todos os usudrios
k =1,2...,n, lembrando que estas medidas sdo, respectivamente, o momento do atendimento,
a vacancia, tamanho da fila, espera na fila, o nimero de usudarios no sistema e o tempo de
servico. Por meio destas medidas podemos gerar estimativas relevantes para a avaliagao do
sistema como serd mostrado nas proximas secoes. Basicamente as medidas de interesse sao
estimadas pela média dos valores registrados nestes vetores, isto é, a média dos registros
que cada usuério simulado observou ao entrar no sistema. Ou seja, a esperanca do niimero
de usuérios no sistema, pode ser estimada pela média dos valores registrados no vetor L.
Analogamente, a esperanga do nimero de usuarios na fila pode ser estimada pela média
dos valores resgistrados no vetor 7', o tempo médio de espera na fila por meio dos valores
registrados em FE, e o tempo total de permanéncia no sistema por meio da soma dos registros
em FeY.
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3 Alguns Resultados Gerais

Neste capitulo veremos resultados validos para a classe de sistemas G/G/C. Ou seja, nao
existe a restricio de nenhuma distribuicdo para os tempos de chegada ou servico. Conhe-
cer esses resultados é muito 1til para avaliar o algoritmo apresentado anteriormente, pois
espera-se que, caso as simulagoes sejam confidveis, os resultados obtidos estejam proximos
aos calculados pelos métodos que ja sao conhecidos na literatura.

Em sistemas G/G/C nao existem restri¢oes a respeito das distribui¢oes consideradas no
sistema, mas podemos destacar algumas que frequentemente sao utilizadas, como as distri-
buigoes Exponencial, Gama, Weibull, Log-Normal, ou outras distribui¢cdes com suporte nos
numeros reais positivos. Por outro lado, é comum que se assuma independécia dos tem-
pos entre chegadas, e para evidenciar essa condigdo a nota¢do GI/G/C também é usada
com frequéncia, onde GI indica que as variaveis aleatérias do tempo entre chegadas seguem
alguma distribuicao geral e sao independentes.

3.1 Lei de Little

A Lei de Little indica a relagdo que pode ser obtida a partir de trés quantidades fundamentais:
A taxa A com que os usuarios chegam no sistema, o tempo médio W que um usudario perma-
nece no sistema, e o nimero médio L de usuarios no sistema, sendo atendidos ou aguardando
atendimento. Conhecendo duas destas trés medidas, é possivel obter a terceira por meio da
relacdo apresentada no teorema que serd visto abaixo. Este é um resultado muito poderoso,
uma vez que nao estabelece restricoes para os tempos entre chegadas e tempo de servigo, e
pode ser aplicado em qualquer classe de sistemas de filas.

Seja A(t) o total acumulado de chegadas ao sistema até o tempo t. Seja W* o tempo que
0 k-ésimo usudrio permaneceu no sistema. Seja N(t) o nimero de usudrios no sistema no
tempo t. Defina os seguintes limites, quando existem, como

)\:tlim @’

k—o0

i ,
W = lim %ZW(Z),
i=1

1 T
L= lim f/ N(t)dt.
0

T—o0

O primeiro limite A é a taxa de chegadas no sistema. O segundo limite W é o tempo médio
de permanéncia por usuario no sistema. E o terceiro limite é o nimero médio de usuarios no
sistema.

Teorema 1. Se os limites A\ e W existem e sdo finitos, entdo o limite L eziste e

L =\W.
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Nao serd apresentada a demostracao deste teorema, para mais detalhes veja Stidham [4] e
Wolff [5]. Usando a Lei de Little também podemos obter outros resultados para a classe de
sistemas G/G/C. E possivel estabelecer relacoes para as quatro medidas de interesse: L, L,
W e W,, como mostrado na Figura 1.

™~
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=

~
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>

L=L,+r W=W +1/pn

<
N
Q
|
>
=
v
g €

q q

Figura 1: Relagoes entre as medidas de interesse. Fonte: SHORTLE et al. (2018).

Na Figura 1, r = % ¢é a carga de trabalho do sistema, que pode ser entendida como o niimero

médio de servidores ocupados, e u é a taxa média de usudrios atendidos por cada servidor.

Por meio destas relagoes é possivel obter estimativas para novas medidas utilizando os resul-
tados conhecidos para outras. Em especial, veremos como aproximar os resultados para W,
e, com isso, poderemos obter novas estimativas para as quantidades apresentadas na Figura
1.

3.2 Cotas para o tempo de espera na fila

Para muitos sistemas de filas resultados analiticos exatos nao sao conhecidos. Portanto, uma
maneira 1til de abordar esses casos ¢ utilizando cotas inferiores e superiores, pois fornecem o
pior e o melhor cendrio para uma métrica de interesse. Pode-se mostrar que, para uma classe
de sistemas G/G/C o tempo médio de espera na fila W, é limitado por

« Cota superior:
Neo? + o%/c)

W, <
T 2e(1—p)




16

onde 0% ¢ a variancia do tempo entre chegadas, 0% é a variancia do tempo de servigo, ¢ é o
numero exato de servidores, A ¢ a taxa de chegadas no sistema e p = % ¢ a intensidade de
trafego do sistema.

o (Cota inferior:

onde (z)* = max(0, x).

Nao é objetivo desta pesquisa apresentar os detalhes das demonstracoes dos resultados acima,
para tal veja [1]. Estes resultados serdo utilizados mais adiante, com o objetivo de verificar
se as estimativas geradas pelo algoritmo respeitam os limites mostrados acima para W,.

3.3 Aproximacoes

Esta secao apresenta uma forma de realizar aproximagoes para avaliar o desempenho de
sistemas G/G/C. Embora existam outros métodos de se realizar aproximagoes, que podem
ser melhor explorados em [1], somente dois serao apresentados. Na segdao anterior encontramos
os limites para essa classe de sistemas. Limites sao comprovadamente sempre validos, mas
aproximagoes podem fornecer resultados nao acurados.

Segundo Shortle et al. [1], embora haja rigor mateméatico que motive a aproximacao, nao sao
apresentados resultados para avaliar sua acuracia ou precisao. Portanto, devemos ter isto
em mente no momento em que forem comparados os resultados aproximados e os gerados
pela simulagdo, seguindo os passos do algoritmo. Por outro lado, ao longo deste texto sera
mostrado que, diferente das aproximacoes, os resultados gerados pelas simulagoes sao sim
acurados, logo, podemos entender isto como uma vantagem deste método em relacao ao
outro.

Marchal [6] prop6s aproximagoes para W, em sistemas G/G/1 que se baseiam nos limites
apresentados na secdo aterior, basicamente, sua solucao consiste em multiplicar o limite
superior de W, por um fator que se aproxima de 1 quando p — 1. Para isso, se baseou no
fato de que o limite superior se torna melhor em sistemas de alta intensidade de trafego e o
fator escolhido faz com que a aproximagdo seja exata para sistemas M/G/1 e D/D/1.

A féormula proposta pode ser escrita como o produto de trés fatores: variabilidade, intensidade
e escala de tempo, e é dada por

- (259) (2 )

onde Cy ¢ o coeficiente de variagdo do tempo entre chegadas e Cg do tempo de servigo. Para
sistemas M/M/1 temos o resultado exato dado por
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- (54 (2) ()-(:2,) ()

e baseado no fato de que para o caso G/G/1 a aproximagao consiste na multiplicacao do re-
sultado para M/M/1 por um fator de variabilidade, entdo uma nova proposta de aproximacao
para os casos G/G/C é

A C?% 4+ C?
Wq:< A—g B

Jwiane)

em que W, (M /M /C) possui resultado exato. Esta aproximagao é chamada de Allen-Cunneen
(AC) [7], e pode ser mostrado que quando o sistema é formado por apenas um servidor, C' = 1,
entdo a aproximagao se reduz a proposta por Marchal [6].

Mais recentemente, em 2022, Chaves e Gosavi [10] propuseram uma nova aproximagao para
sistemas G/G/C com intensidade de trafego moderada, entre 0.5 e 0.8. Além da suposicao
a respeito da intensidade, também se supoe que a funcao de densidade da distribuicao para
o tempo de servigo possui a caracteristica de ser uma funcao crescente do valor minimo até
a moda e em seguida decrescente até o valor maximo. Podemos citar como exemplos de
distribui¢cbes com essa caracteristica, a depender da escolha de seus parametros, a Gama,
Weibull, Triangular, entre outras. A aproximacao proposta pelos autores é dada por

2(C2+C2) (1—p)(1—C2)
p2C(A1—p)S ezvp( c%+4o§A ) se C3i<03e015<C%<1,
L, =
2 2 2 22
: 2%?16};((&‘;8559) caso contrario,
em que

2

%(Jﬁ)Q se C?% < 0.3,
Cy =
Co%, ;.
e caso contrario.

Foi mostrado que a aproximacao acima gera bons resultados para o tempo que os usuarios
permanecem no sistema, W,, quando comparada a outras aproximacoes. Para mais detalhes
veja Chaves e Gosavi [10].

Utilizando as aproximacoes aqui apresentadas para uma das medidas de interesse podemos
utilizar as relagoes apresentadas na Figura 1 para encontrar aproximagoes para as demais.

3.4 Simulacoes

A fim de avaliar se os resultados gerados pelo algoritmo sao confidveis, primeiramente vamos
compara-los aos obtidos através da Lei de Little da seguinte forma: como temos todas as
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estimativas por meio das simulagoes, utilizaremos duas delas, calcularemos a terceira por
meio das relagoes conhecidas e compararemos este resultado aquele de fato estimado nas
simulagoes.

3.4.1 Lei de Little

Considere X7, ..., Xo009 variaveis aleatérias iid com X; ~ Exp(2) para todo i = 1,2, ...,2000
representando os tempos entre chegadas dos usuarios no sistema, e Y7, ..., Yo00o variaveis
aleatorias iid com Y; ~ Gama(3,2) representando os tempos de servigo destes usudrios, com

flys) = Fﬂ(;)y?_le_ﬁy%

onde a = 3, f =2 e y; > 0. Por fim, considere que este sistema conta com 4 servidores.
Serao realizadas 10 réplicas, sendo que cada réplica consiste em avaliar o comportamento do
sistema com a chegada destes 2000 usuarios.

W: Tempo no sistema

2.2

N
[

Estimativa via Lei de little
N
o

1.9

1.9 2.0 2.1 22
Estimativa do algoritmo

Figura 2: Tempo de espera no sistema estimado por meio das relacoes estabelecidas pela
Lei de Little.

Conforme estabelecido pela Lei de Little, W = %, o resultado que vemos na Figura 2! foi

obtido considerando a estimativa do algoritmo para o nimero de usuarios no sistema e a

IEste texto considera o ponto como separador decimal devido ao uso do software R que é desenvolvido
em lingua inglesa.
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dividindo por 5\, que ¢ a estimativa para \. Este resultado é apresentado no eixo y do
grafico, onde pode ser comparado a estimativa direta de W que foi realizada pelo algoritmo
considerando os tempos médios de espera da simulacao e é aprentada no eixo x. Na diagonal
temos a func¢do identidade, ou seja, se os pontos recaem sobre esta reta significa que os
resultados das duas abordagens sao exatamente os mesmos. Ja na Figura 3, em menor
destaque, temos todas as demais comparagoes que foram realizadas em procedimento analogo.

Como pode ser analisado nas figuras, os resultados das duas abordagens sdo muito proximos,
ou seja, a estimativa de uma quantidade, obtida diretamente por meio da simulagao, leva
a resultados muito proximos daqueles obtidos pela Lei de Little, em que duas quantidades
sao utilizadas para se encontrar a terceira. Com isso, podemos concluir que neste exemplo o
comportamento do sistema simulado obedece as relagoes estabelecidas pela Lei de Little.

Considere agora que X; ~ Gama(2,3) para todo i = 1,2, ...,5000, e que desta vez o tempo
de servigo segue distribuicao Y; ~ Exp(4). Considere o sistema com apenas 1 servidor e
agora 100 replica¢oes da simulagao. Como pode ser comprovado pelos graficos da Figura
4, os resultados obtidos pelo algoritmo nao mais condizem com os calculados pelas relagoes
estabelecidas na Lei de Little.

Isto ocorre pois, conforme estabelecido no algoritmo, o nimero de usuarios no sistema Ly é
computado a cada instante k que representa a chegada de um novo usuério no sistema, e ao
final da simulac@o a estimativa do nimero de usuarios no sistema ¢ dada por L = Y}, %
Por outro lado, a Lei de Little define que

1 /T
L= lim f/ N(t)dt.
T—o0 0
Ou seja, o algoritmo avalia o nimero de usuarios em tempo discreto considerando apenas os
momentos de novas chegadas, enquanto a Lei de Little considera o tempo continuo durante
todo intervalo de tempo T'. Logo, ¢ natural que os resultados nao sejam préximos quando o
tempo entre chegadas nao ¢ exponencial.

Quando o tempo entre chegadas segue uma distribuicao exponencial, a quantidade de che-
gadas é regida pela distribuigao Poison, e neste caso vale a propriedade PASTA (Poisson
Arrivals See Time Average). Basicamente, esta propriedade diz que, ao chegar em um sis-
tema um usudario observa, em média, a mesma situacdo que um observador externo poderia
ver em qualquer instante arbitrdrio do tempo. Para mais detalhes veja [1]. Consequen-
temente, estimar o ntmero de usuarios no sistema considerando apenas os momentos de
chegada equivale a estimar esta quantidade para qualquer instante de tempo apenas quando
as chegadas sao descritas por um processo de Poisson, que nao é o caso deste exemplo.

No Capitulo 5 veremos os resultados exatos para sistemas G/M/1 e este mesmo exemplo
sera retomado. Sera mostrado que o nimero médio de usuarios no sistema no momento da
chegada de um novo usuério é 0.333, muito proximo aos mostrados na Figura 4 referentes a
estimativa do algoritmo. Logo, fica claro que temos duas interpretacoes diferentes, uma diz
respeito ao sistema em qualquer instante e outra considera apenas o momento em que um
novo usuario chega ao sistema, e quando o tempo entre chegadas tem distribui¢ao exponencial
vimos que estas duas situagoes levam ao mesmo resultado.
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Figura 3: Medidas de interesse do sistema estimadas por meio das relagoes estabelecidas

pela Lei de Little.
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Figura 4: Medidas de interesse estimadas por meio das relagoes estabelecidas pela Lei de

Little.
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O algoritmo apresentado no Capitulo 2, considera apenas os momentos em que um novo
usuario chega ao sistema. Contudo, de posse dos valores estimados para W e A podemos
utilizar a Lei de Little para estimar L considerando o cenario de tempo continuo.

No Capitulo 6 veremos que as estimativas geradas pelo queuecomputer [3] refletem o cenério
de tempo continuo e portanto, quando a distribuicdo do tempo entre chegadas nao é expo-
nencial, os resultados divergem daqueles gerados pelo algoritmo desenvolvido nessa pesquisa
com relacao ao numero de usuarios no sistema e na fila. Por outro lado, devido a proprie-
dade PASTA, os resultados sao proximos quando a distribuicdo do tempo entre chegadas é
exponencial.

3.4.2 Limites e aproximacoes

Como vimos no exemplo anterior, os resultados da Lei de Little s6 irao concordar com os ob-

tidos na simulagao caso os tempos entre chegadas possuam distribuicao exponencial. Entao,

para visualizar os resultados da execugao do algoritmo em um sistema G/G/C, considere que

o sistema conta com 50 servidores e que desejamos obter uma alta intensidade de trafego.
A

Seja p = o= 0.95 e suponha que os tempos entre chegadas sejam X ~ Gama(6,2).

Deste modo podemos adotar a seguinte distribuicao para o tempo de servico de modo a obter
a intensidade desejada Y ~ Gama(6, ), onde 5 = % e p=0.95. Ou seja, temos E[X] =

2
e E[Y] = % = 150p = 142.5. Consequentemente \ = ﬁ = %, = ﬁ ep= ﬁ = 0.95.
Deste modo, podemos imaginar um sistema de 50 servidores que recebe um novo usuario
a cada 3 segundos, sendo o tempo médio de atendimento igual a 142.5 segundos, ou 2.38

minutos.

O algoritmo foi aplicado utilizando amostras de tamanho 2000 geradas aleatoriamente de X
e Y. Os resultados foram computados e este procedimento foi repetido 100 vezes. Com base
nos limites e aproximagoes apresentados anteriormente, vemos a comparacgao dos resultados.
Os histogramas mostrados na Figura 5 indicam os resultados gerados pelo algoritmo, a li-
nha pontilhada marca os resultados aproximados e a linha continua marca as cotas para as
estimativas das medidas de interesse.

Para encontrar a aproximacao e as cotas de W, foram utilizados os resultados apresentados
nas Secoes 3.2 e 3.3, e os demais resultados para as outras medidas de interesse, apresentados
na Figura 5, foram derivados da Lei de Little, utilizando as estimativas obtidas para W,.
Sabe-se que W = W, + i, onde W, tem seus limites conhecidos, mas 1 é o tempo médio de
servigo e para este nao foram apresentados limites, e cujo os resultados de suas estimativas
podem variar durante a execucao do algoritmo. Logo, é possivel que apds a simulagao sejam
observados valores fora dos intervalos para L,, W e L. Contudo, pela Lei Forte dos Grandes
Numeros, uma vez que as estimativas tendem a convergir para os valores reais, a medida
que a amostra cresce, ¢ natural que os valores sempre estejam dentro dos intervalos quando
as simulagoes sao feitas com amostras maiores. Para ilustrar este fato, o mesmo cenario é
simulado novamente, mas agora considerando a chegada de 50000 usuarios no sistema para
garantir que o sistema tenha atingido a estabilidade.

Como pode ser visto na Figura 6, considerando uma amostra muito maior na simulagao
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conseguimos obter a convergéncia dos resultados garantindo que os limites sejam validos.
Mas note que a linha pontilhada que marca os resultados aproximados esta distante da média
dos valores estimados nas simulagoes. Isto reflete o que antes foi mencionado a respeito
da acuracia das aproximagoes e reforca a vantagem das simulagoes em detrimento deste
método, levando em conta, obviamente, que as simulagoes sejam realizadas com um tamanho
de amostra grande o suficiente para garantir a convergéncia das estimativas para os valores
exatos.

A fim de comparar os resultados do algoritmo com as aproximagoes propostas por Chaves
e Gosavi [10], considere agora um sistema com intensidade de trafego moderada, p = 0.75,
tempos entre chegadas X ~ Gama(5,2) e tempos de servico Y ~ Gama(5,1.33), sendo este
sistema formado por 2 servidores.

O algoritmo foi aplicado considerando amostras de tamanho 5000 geradas aleatoriamente para
os tempos entre chegadas e tempos de servigo. O procedimento para gerar as estimativas foi
replicado 100 vezes e os resultado sao apresentados na Figura 7, em que as linhas pontilhadas
indicam os resultados das aproximacoes e os histogramas sao formados pelas estimativas
geradas pelo algoritmo. A partir da aproximacao proposta em [10] as demais foram obtidas
por meio das relagoes estabelecidas pela Lei de Little.

Podemos notar por meio da Figura 7 que os resultados foram bem acurados para o tempo
de permanéncia na fila e no sistema. Contudo, o mesmo nao pode ser dito com relacao
ao numero de usudarios. Isso acontece pois, conforme mencionado anteriormente, sistemas
em que as chegadas nao ocorrem segundo um processo Poison nao se valem da propriedade
PASTA, ou seja, como o algoritmo computa o nimero de usuarios no sistema e na fila apenas
no momento da chegada de um novo usudrio, essas estimativas nao sao validas para qualquer
instante de tempo.

Diante desta caracteristica podemos considerar apenas as estimativas para W e W, geradas
pelo algoritmo e estimar as demais por meio das relagoes L = AW e L, = AW,. Ou seja,
por meio da Lei de Little agora temos as estimativas para o nimero de usuarios no sistema e
na fila validas para qualquer instante de tempo, e ndo mais apenas considerando o momento
da chegada de novos usuarios. A Figura 8 considera este cendrio e apresenta os resultados
obtidos para o mesmo sistema, pode-se notar que os resultados obtidos desta forma sado muito
mais acurados para L e L.

Este exemplo ilustra uma grande vantagem do algoritmo, podemos obter as estimativas para
o numero de usuarios no sistema e na fila sob duas perspectivas, considerando um instante
de tempo qualquer ou apenas o momento da chegada de novos usuarios.
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4 Sistema M/G/1

Neste capitulo serd considerado um sistema com servidor unico e chegadas seguindo um
processo de Poisson, ou seja, os tempos entre as chegadas seguem distribuicao Exponencial.
Seja S a variavel aleatoria que representa o tempo de servigo com distribuicao geral. Seja
W= ﬁ a taxa de servigo do sistema.

Uma colegao de férmulas para as medidas de desempenho (ou interesse) podem ser obtidas
para esse sistema: W,, W, L, e L. Férmulas para essas medidas sao tipicamente referidas a
Pollaczek-Khintchine (PK), cuja abordagem consiste em encontrar uma férmula para uma das
medidas e obter as demais utilizando as relagoes estabelecidas pela Lei de Little. Pensando
nisso, veremos como encontrar o valor exato para W, e as demais medidas serao encontradas
como consequéncia das relagoes entre elas.

No sistema M/G/1, dada a chegada de um novo usuério, seu tempo de espera é determinado
pelo niimero de usuarios que ja estdo no sistema. Cada um destes usuarios contribui em
média E[S] no tempo em que este novo usudrio ird esperar. Como existem em média L,
usuarios no sistema, a espera deste novo usuario causada pelos usuarios da fila entao sera em

média L,E[S].

Além disso, existe ainda o usuario que estda sendo atendido pelo tnico servidor disponivel.
Este contribui no tempo de espera com uma quantidade menor que E[S] uma vez que parte
de seu atendimento ja foi realizado, logo sua contribuicao é chamada de tempo residual de
servico. Em resumo, o tempo médio de espera de um usuério novo ¢é

W, = L,E[S] 4+ P{servidor ocupado}E[tempo residual | servidor ocupado].

Como L, = A\W,,

W, = AW, E[S] + P{servidor ocupado}E[tempo residual | servidor ocupado]

— W,(1 — AE[S]) = P{servidor ocupado} E[tempo residual | servidor ocupado],
e como \E[S] = >\i = p, temos

W P{servidor ocupado} E[tempo residual | servidor ocupado]
q= 1—p '

P{servidor ocupado} é dada pela fragao de tempo em que o servidor estd ocupado, ou seja,
esta ¢ a intensidade do sistema, p. Logo, o problema se reduz a encontrar a esperanca do
tempo residual dado que o servidor esta ocupado no momento da chegada de um novo usuario.
Sera mostrado que

E[S? 1+ C%
E[tempo residual | servidor ocupado] = 5 E[[ S]] = +2 EELS),
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onde C% é o coeficiente de variagdo do tempo de servico ao quadrado. Para encontrarmos
a quantidade acima podemos entender o problema como um processo de renovacgao, isto é,
sempre que um servico termina e outro se inicia temos uma renovacao no sistema, e estamos
interessados no tempo médio até a proxima renovacao a partir de um instante ¢, que marca a
chegada de um novo usuario. Para entender em mais detalhes a demonstracao que veremos
deste resultado veja Gallager [8].

R(t)
S4

S1

Fy Fy F3 t Fy
Figura 9: Tempo residual no tempo t.

A Figura 9 ilustra o cendrio em que estamos interessados. F; denota o instante em que
um servigo ¢ finalizado e S; é o tempo de servigco do usuario 7, logo, é facil notar que cada
triangulo formado na figura possui tamanho da base igual ao da altura. Seja ¢t o momento da
chegada de um novo usuario, podemos definir a fun¢ao R(t) para denotar o tempo residual
até a proxima renovacao como a altura do triangulo mostrado na figura.

O tempo médio residual R(t) durante o intervalo (0,t] é dado por

715 /Ot R(7)dT

Estamos interessados no limite desta média quando ¢t — o0, ou seja, quando o sistema ja
estd em equilibrio. Note que a integral acima é basicamente a soma das areas de tridngulos
isoceles, considerando apenas parte do tultimo tridngulo, ou seja

1 M)

/Ot Z S? 4 R(7)dr,

Fn

onde N (t) é o nimero de servigos concluidos até o intante t. Diante da expressao acima, note
que

=

Rl s f/R Jar< o 3 82
2t t Jo 1

IA

.
Il
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Analisando os limites da desigualdade acima note que quando ¢t — oo

N(t N(t) SQ N(t)

tlggo o Z 5'2 t—>I& Z '
=1 =1

Analisando separadamente os termos do resultado acima vemos que N(¢) — oo quando
t — oo, e pela Lei Forte dos Grandes Niumeros

k—>oo

St _ g
L-F

k

= lim Z
=1

J& para o segundo termo, pela lei forte para um processo de renovagao [8], temos

lim o _ 1
tooo 2t 2B[S]

O resultado acima é bem intuitivo, uma vez que ﬁ ¢ a média de usuarios servidos por

instante de tempo. Combinando as duas quantidades encontradas conclui-se que

1 > E[52]
lim Z S; = QB[S

t—oo0 Ot “

Portanto ambos os limites existem e, como o resultado que buscamos é limitado superiormente
e inferiormente pela mesma quantidade vale que

t 2
lim E R(r)dr = BIST _ 1+ CBE

t—oo t Jo 2E[S] 2 15}

Finalmente, agora que todas as expressoes necessarias foram encontradas, combinando todos
esses resultados temos

1+C% p

W, = —
I 2 1—-p

E[S].

E facil notar que caso o tempo de servico também seguisse distribuicdo exponencial terfamos
C% = 1 e portanto os resultados coincidiriam com os j4 bem conhecidos para sistemas M/M/1.
Finalmente, todas as demais medidas de interesse agora podem ser facilmente encontradas
utilizando as relagoes estabelecidas pela Lei de Little. Temos:

L % L, W,
HCh 2 HCh p_ 41 L+CE 2 +CE p
2 1, TP 2 x T u 2 1- 2
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4.1 Simulacoes

A fim de avaliar o algoritmo que realiza as simulagdes considerando sistemas M/G/1 a seguir
veremos exemplos assumindo diferentes distribuig¢oes para os tempos de servico. O procedi-
mento consistird em realizar as simulacoes utilizando as distribuigoes escolhidas, coletar as
estimativas geradas pelo algoritmo e compara-las aos resultados exatos calculados por meio
das féormulas apresentadas.

4.1.1 Distribuicao Gama para o tempo de servigo

Considere um sistema com tempo entre chegadas exponencialmente distribuido com média
2 e tempos de servigo com distribui¢do Gama, S ~ Gama(3,2). Logo temos E[S] = 3/2
e Var[S] = 3/4, consequentemente C% = 1/3. Conhecendo todas as férmulas apresentadas
anteriormente e as distribui¢oes agora descritas a respeito do sistema, podemos afirmar que
as medidas de interesse exatas sdo conforme mostra a tabela a seguir

Tabela 2: Medidas de iteresse

Lq Wq W L
1.5 3 4.5 2.25

Para exemplificar o bom funcionamento do algoritmo e a qualidade de suas estimativas,
considere a simulacao da chegada de 50000 usudrios no sistema descrito acima. Além disso
considere 100 réplicas desta simulacao, os seja, como resultado temos uma amostra de tama-
nho 100 para as estimativas de cada uma das quantidades de interesse, onde cada estimativa é
calculada considerando a simulag¢ao com os 50000 usuérios. Os graficos da Figura 10 mostram
histogramas com a distribuicao das estimativas de W,, W, L, e L, e as linhas pontilhadas
marcam os valores exatos apresentados na tabela acima.

Pelos graficos mostrados na Figura 10 vemos que as estimativas oscilam em torno de seus
respectivos valores reais. Como cada estimador consiste na média dos valores observados
nas simulacoes, conforme foi definido no Capitulo 2, vale o Teorema Central do Limite para
afirmar que a distribuicdo dos estimadores é assintoticamente Normal. Ou seja, para cada
medida de interesse temos uma amostra de tamanho 100 de uma variavel aleatéria normal-
mente distribuida. Podemos assumir a variancia como sendo desconhecida e aplicar um teste
de hipoteses para a média com o objetivo de testar se a média dos estimadores ¢é igual a
média real. Para tal sera aplicado o teste t de Student por meio do software R.

Para o tempo médio de espera na fila temos as seguintes hipdteses:

H02Wq23
H1:Wq§é3
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Figura 10: Estimativas para as medidas de interesse geradas pelo algoritmo.
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Tabela 3: Teste de hipoteses para o tempo de espera na
fila

Test statistic df P value Alternative hypothesis mean of Wq
-0.972 99 0.334 two.sided 2.99

Conforme pode ser analisado no teste acima?, sob o nivel de significAncia o = 0.05, nao
ha evidéncias para se rejeitar a hipotese nula, ou seja, ndo podemos afirmar que a média
dos estimadores é diferente da média real. Em outras palavras, podemos considerar que
os resultados gerados pelo algoritmo, em média, sao equivalentes aos resultados exatos. O
mesmo procedimento pode ser replicado para testar hipoteses a respeito das demais medidas,
W, L e L,, obtendo-se a mesma conclusao, fato que ¢é facil de ser notado analisando os
graficos da Figura 10.

4.1.2 Distribuicao Log-normal para o tempo de servico

Considere agora um novo sistema M/G/1 com tempo estre chegadas exponencialmente distri-
buidos com média 8 e tempos de servigo seguindo uma distribui¢ao Log-normal, S ~ Ln(1,1)
com

F(s) = 2 g~lloats)=n)? 207

2mos

Assim como no exemplo anterior, cada simulagao consistira na chegada de 50000 usuarios no
sistema, e ao todo serdao realizadas 100 simulagoes.

Com base na distribuicao escolhida para o tempo de servigo temos

E[S] = exp {,u + 1} =exp{l,5} = 4.48,

202

2

Var(S) = (7" — 1)(e**7°) = (e — 1)e® = 34.52.

Consequentemente C% = 1.72 e assim podemos calcular exatamente todas as medidas de
interesse conforme é apresentado na tabela abaixo.

Tabela 4: Medidas de interesse

Lq Wq W L
0.969 7.754 12.234 1.529

Os histrogramas mostrados na Figura 11 apresentam as distribuicoes das medidas de interesse
estimadas nas simulagoes. Nota-se que os valores oscilam em torno do valor real que é
marcado pela linha pontilhada.

2Resultados apresentados diretamente da forma que foram gerados pelo R, sem traducdo para Portugués.
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Novamente, poderia ser aplicado um teste de hipoteses para dizer se, em média, os valores
gerados pelas simulag¢oes sao iguais aos reais. Mas ao invés de utilizar o Teorema Central do
Limite para realizar estes testes, agora iremos nos valer da Lei Forte dos Grandes Numeros,
que afirma que com probabilidade 1 a média aritmética converge para a média real quando
o tamanho da amostra cresce. Como todas as estimativas para as medidas de interesse sao
calculadas como as médias dos valores observados durante as simulagées, no momento da
chegada de um novo usuario, é esperado entao que a Lei Forte dos Grandes Numeros seja
valida. Para ilustrar este fato considere o mesmo cenario agora simulado com a chegada de
500000 usuérios no sistema. Os resultados sao mostrados na tabela abaixo, em que se pode
observar a proximidade dos resultados estimados aos resultados exatos.

Tabela 5: Comparacgao entre os resultados exato e simu-

lado
Resultado L Lq W Wq
Estimado 1.530 0.971 12.221 7.752
Exato 1.529 0.969 12.234 7.754

Logo, podemos concluir que ter realizado uma simulagao com um grande niimero de usuarios
foi suficiente para o sistema entrar em equilibrio e as estimativas se aproximarem bastante
dos resultados reais.
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5 Sistema G/M/1

No sistema G/M/1 os usudrios chegam ao sistema em intervalos de tempo independentes
e identicamente distribuidos de acordo com alguma fung¢do de distribuicao geral. O tempo
1 1

médio entre chegadas ¢ ; e o servigo ¢ exponencialmente distribuido com média e Para

obter estabilidade, assim como nos demais sistemas, é necessario que p = ﬁ < 1.

Denote por L{ o nimero de usudrios no sistema no momento imediatamente anterior a -
ésima chegada. Defina Dj; como o nimero de usuarios servidos entre o intervalo da k-ésima
e da (k+1)-ésima chegada. Temos

%—&-1 = Li +1— Dy,

se L} > Dgyq. Ou seja, quando o préximo usudario chega, o nimero de usudrios no sistema
sera dado pela quantidade que havia quando o usudario anterior chegou, menos a quantidade
servida neste intervalo, mais um para representar o novo usuario que chega ao sistema. A
partir desta equagdo vemos que a sequéncia {L{}7°, forma uma cadeia de Markov com
probabilidades de transicao

bij = P(LZH = J"La = )

Note que p; ; = 0 para todo j > ¢+ 1 e para j <1+ 1, p; ; € a probabilidade de exatamente
i+ 1 — j usudrios serem servidos durante o intervalo da k-ésima e (k+1)-ésima chegada.
Portanto temos a seguinte matriz de probabilidades de transicao P

poo Bo O ..
P10 Bi B 0 ..
P20 Ba B1 Bo O .|

onde (; denota a probabilidade de 7 usudrios serem servidos durante o intervalo das chegadas.
Para calcular 5; denotamos a duracao do intervalo por t e levamos em conta que o nimero
de usuarios servidos pode ser descrito por uma variavel aleatéria Poisson com média ut, uma
vez que o tempo de servigo é exponencialmente distribuido. Assim,

B = / <0 iy

—0 1!

onde f, é a funcao densidade da variavel aleatéria que representa o tempo entre chegadas.
Uma vez que a soma de cada uma das linhas da matriz deve ser igual a um temos

pio=1-=> p;.
=0



Desejamos encontrar a distribuigao limite {7}5°, que satisfaga m = 7P, ou seja

oo
Ty = ToPo,0 + M1P1,0 + T2P2o + ... = Zﬂ—ipi,Oa

T = Tn-100 + M1 + Tny1f2 + ... = Zﬂ'nflJriﬁi-

Seja o um operador tal que ¢ = m,. Temos

Tp = Tn—1Bo + TnfB1 + Tpg1 o + ...
= T — (Tn1B0 + 1 + T +...) =0

= 0" — (6" By + "B+ "B+ ...) = 0.

Por meio do operador definido agora temos a seguinte equagao polinomial
n—1 2 _
0" (o= Po— 0B —0Pa..) =
= (60— fy— 0P —0*Pa...) =0

(o)
= 0= Za’ﬁz
i=0

Substituindo pelo valor de 3; temos

onde Y22, (U‘th = 7", Logo temos

oo [ emen s

_ [T 6_t(“_"“)fa(t)dt.

t=0

37



38

A integral acima pode ser reconhecida como a transformada de Laplace da distribuigao do
tempo entre chegadas f,. Logo temos 0 = A(u — po), em que A é usado para denotar a
tranformada.

Note que 0 = 1 é uma solucéo para a equacdo acima, uma vez que A(0) = [ fo(t)dt = 1.
Mas esta raiz nao é util, veremos agora que existe uma unica raiz no intervalo 0 < o < 1
quando p < 1, temos

:fl,u po) ZO’

Considere agora duas fungoes de o separadamente no plano cartesiano, y = o e y = H(o).
Observe que quando estas duas curvas se interceptam temos a solugao da equacao acima. Ja
vimos que ha uma intercessao em o = 1 e agora buscaremos por outra solucao. Primeiro
observe que H(0) = 3°,06; = By < 1 e H(1) = ¥°,1'3; = 1, ou seja, para o € (0,1)
temos H (o) € (0,1). Além disso podemos provar que H (o) ¢ ndo decrescente e convexa por
meio de suas derivadas de primeira e segunda ordem. Finalmente, entao existem apenas duas
possibilidades para o comportamento dos graficos de y = 0 e y = H(0).

y=o0 cy=o

7 1

Figura 12: Possibilidades para a fungao H(.).

Na primeira possibilidade mostrada na Figura 12, H(c) nao toca a bissetriz no intervalo
(0,1) e toca apenas em o = 1, ji na segunda opgao a curva toca a bissetriz apenas uma vez
no intervalo e depois novamente em ¢ = 1. A segunda opg¢ao ocorre apenas se a inclinacao
em ¢ = 1 for maior que a inclinagao da bissetriz, ou seja, se

H'(1)>1

— S i)IE = S i
=0

=0
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Note que o resultado acima é exatamente a esperanca de (3;, o nimero médio de usudrios
servidos durante o intervalo de tempo entre as chegadas, que ¢ dado pelo niimero médio de
usuarios servidos i, vezes a amplitude média do intervalo entre as chegadas % Ou seja se

H'(1) > 1,

_H
A
entdo existe apenas uma raiz no intervalo (0,1). Em outras palavras, é necessario que p =
A
2 <1
o
Considere entdo que a tnica raiz no intervalo (0,1) é 0. Lembrando que 7, = o™ satisfaz a

condicao de equilibrio, precisamos apenas normalizar a solugao

1
1—0

0.) [o.¢] .

Z = Z o' =

i=0 i=0
Finalmente, para que )72, m; = 1 basta fazer

T =(1—0)o".

Isso conclui que o niimero de usuérios no sistema antes da chegada de um novo usuério,
quando o sistema esta em equilibrio, segue uma distribuicao geométrica com parametro dado
pela raiz o que precisa ser encontrada e depende da distribuicao do tempo entre chegadas.

Portanto, conhecendo a distribuicdo do niimero de usuérios no sistema podemos encontrar
L, que é simplesmente a média de uma distribuicao geométrica com parametro em fungao de
o, ou seja

L= nm, =Y n(l-—o)o" = 7
n=0 n=0 ]‘_0

Com relacao ao nimero de usuarios na fila, basta notar que se existem n > 0 usuarios no
sistema entao existem n — 1 na fila, uma vez que o sistema conta com um servidor. Temos
entao

Lq:Z(n—l)ﬂn:Zmrn—ZWn:L—(l—ﬂg)
n=1 n=1

n=1

= Ly=L—-0= .
1—0

Com relagao ao tempo médio de espera na fila, seja T;, a varidvel aleatoria que representa esta

quantidade e seja W, () sua funcao de distribui¢do. Note que se o sistema estd vazio quando

um novo usuario chega, entao o mesmo ¢ servido imediatamente com tempo de espera zero.

Nesse caso
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W,(0)=P(I, <0)=m=1—o.

Se existem n usuarios no sistema, todos eles serdo atendidos, cada um com tempo de atendi-
mento exponencialmente distribuido. Logo a soma destes tempo segue distribuicao Erlang,
e portanto

oo
= (1 —0)+ Y_P(n atendimentos em tempo menor que t | n usudrios no sistema)m,

n=1

t O > (uto)"t
— — _ nt_ 7 A —out
=(1-0)+ ; u(l—o)e eiwtdtnil (n—1) e

t
—(1-0)+o / u(1 — o)er1-tqp,
0

Pelo resultado acima vemos que W,(t) representa uma mistura de uma varidvel aleatéria
discreta e uma continua. Resolvendo a integral temos

W,t)=(1—0)+o(l— e—M(l—J)t) 1 _ ge—r1-o)t

Com base na distribuicao acima para o tempo de espera na fila, podemos encontrar o valor
médio

1 o
Wq:—l_ .
1 o

Note que a expressao acima é composta pelo tempo médio de servigo multiplicado pelo niimero
médio de usuarios no sistema, ou seja, cada usuario que ja estava no sistema contribui em
média com o mesmo tempo na espera do usuario que acabou de chegar, inclusive o usuario
que ja estava sendo atendido. Isso ocorre devido a propriedade da falta de memoria da
distribuicao exponencial que governa os tempos de servico desse sistema.

Por fim, para encontrar o tempo médio de permanéncia no sistema basta usar a relacao
W =W, + i . Abaixo temos o resumo de todos os resultados encontrados.
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A % 4 W,
o 1 a? o
1-o w(l—o) 1-0o w(l—o)

Devido a forma com que o sistema foi descrito, usamos sobrescrito A para indicar que estas
medidas de eficacia sao referentes ao momento da chegada de um novo usuario no sistema, e
nao sao validas para qualquer instante de tempo, como era nos casos em que o tempo entre
chegadas é exponencialmente distribuido.

Observe que, apesar das féormulas terem sido encontradas, ainda é um desafio encontrar o.
Para ilustrar, considere que o tempo entre chegadas é exponencialmente distribuido com
média 1/X. O primeiro passo é encontrar a transformada de Laplace desta distribuigao,

A
A+s

As) = [Tepnar = [T e ar =
0 0
Avaliando A em (p — po) para solucionar o = A(y — po) temos

A

= = oAtopu—pot—A=0,
A+ pu—po pn

o

que pode ser reescrita como

(0 = (A= o) = 0,

cujas solugbes sao obtidas em ¢ = 1 ou quando A — uo = 0, ou seja, quando

o=—=p.
1

Como esperado, o resultado acima encontrado para ¢ quando inserido nas formulas apresen-
tadas leva aos resultados conhecidos para sistemas M/M/1. Este procedimento de encontrar
a transformada de Laplace da distribuicao dos tempos entre chegadas para se obter o valor
de o deve ser sempre realizado para diferentes distribuigoes, o que torna mais complicada a
obtenc¢ao das medidas de interesse e motiva ainda mais o uso de simulagdes como alternativa
para se obter estes resultados.

5.1 Simulagoes

A fim de avaliar o algoritmo que realiza as simulagbes considerando sistemas G/M/1 a se-
guir veremos exemplos assumindo diferentes distribuigoes para os tempos entre chegadas.
O procedimento consistird em realizar as simulacoes utilizando as distribui¢des escolhidas,
coletar as estimativas geradas pelo algoritmo e compara-las aos resultados exatos calculados
por meio das féormulas apresentadas.
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5.1.1 Distribuicao Gama para o tempo entre chegadas

No Capitulo 3 foi apresentado um exemplo que considerava o tempo entre chegadas com
distribuigdo Gama(2,3) e o tempo de servigo com distribui¢do Fxp(4). Considerando que
este sistema possui apenas um servidor, agora iremos calcular os resultados exatos para as
medidas de interesse e compara-los aos resultados das simulagoes realizadas naquele exemplo.

Lembrando que vimos que estes resultados nao eram condizentes com a Lei de Little devido
ao fato das estimativas serem realizadas no momento da chegada de um novo usuario, e a lei
considera o sistema em um momento qualquer, mas agora os resultados derivados também
sao referentes ao momento de chegada. Portanto, espera-se que os resultados simulados sejam
condizentes com os valores exatos que serao calculados a seguir.

Se o tempo entre chegadas tem distribuicao Gama(a, ) com densidade

£(t) = Ff;taleﬂa

entdo a transformada de Laplace é dada por

A = [Te o= [Tt - (6 ’ ) |

Avaliando A em (y — po) para solucionar o = A(y — po) temos

(i)
Btpu—po)

cuja solugdo pode ser encontrada com poucas iteragoes utilizando o método numérico de
substituicoes sucessivas. Para isso faca

()
B+p—poy)

onde oy é um chute inicial.

Em nosso exemplo o = 2, § =3 e u = 4, e considerando um chute inicial g = 0.1 temos

3

= " =0.206611
T, — 02066116,

01

3

= ——— =0.2361414
3 + 4 — 40’1 ’

02
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o, = 0.25

para n grande o suficiente. Finalmente, podemos inserir o valor de ¢ nas formulas encontradas
para calcular os seguintes valores exatos para as medidas de interesse

Tabela 7: Medidas de interesse

Lq Wq W L
0.083 0.083 0.333 0.333

1
1
15 15
1
1
10 10
| I I||I I I ||I
0 I [ | 0 [ [ [ | I [ |
0.07 008 0.09 0.10 031 0.32 033 0.34
Tempo na fila Tempo no S|stema
12.5
1 15
I
10.0 1
1
1 10
75 I
1
5.0
00 I I II s
008 0.10 . 0.32 034 0.36 0.38
Usuarios na fila Usuarlos no sistema

Figura 13: Estimativas para as medidas de interesse geradas pelo algoritmo.
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Conforme pode ser analisado nos graficos da Figura 13, os resultados simulados oscilam em
torno dos valores reais. O teste de hipoteses abaixo visa avaliar se a média do estimador para
o total de usudrios no sistema, no momento da chegada de um novo usuério, é igual a 1/3,
que é o valor exato calculado anteriormente.

Hy:W,=1/3
H, W, #1/3
Tabela 8: Teste de hipdteses para o nimero de usuarios
no sistema
Test statistic df P value Alternative hypothesis mean of Wq
0.033 99 0.974 two.sided 0.333

Conforme aponta o teste, ndo existem evidéncias para afirmar que a média do estimador,
utilizando as simulagoes do algoritmo, é diferente do valor real. Em outras palavras, os
resultados das simulac¢oes sdo, em média, iguais aos resultados exatos quando se considera o
sistema no momento da chegada de um novo usuario.

5.1.2 Distribuicao Weibull para o tempo entre chegadas

Considere agora um sistema em que os tempos entre chegadas seguem um distribuicao Weibull
com parametros « e [3, temos

F(t) = aprte

t>0,0<a<1 Assim como no exemplo anterior, para obter as medidas de interesse é
preciso primeiro econtrar a transformada de Laplace

A(s) = / e~ F(1)dt
0
e solucionar a equacao o = fl(,u — po). Veremos abaixo a solugdo para este problema,

mas o leitor interessado em uma solugdo mais detalhada pode consultar [9]. Neste caso a
transformada de Laplace é dada por

A(s) :/ e Stafte e P dt,
0

_Bte 6t0‘
onde e P = 3% 0 T = e 0 ! . Logo pode-se reescrever

— (_B)k o —stya — (k+ ))
s):aﬁkz:%k!/o e stpalk+1)=1 gy (xﬁz Sak+1) .

Fazendo n = k + 1, finalmente obtemos
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i(s) = 2 a((;_l);! PXCUL

De posse do resultado acima, novamente podemos solucionar o = A(u — po) por meio do
método numérico de substitui¢des sucessivas, isto é

> a(=1)"! ['(an)
Ok+1 = )
" ngl (n=1!" (u— pog)™"
k =0,1,2..., fazendo o9 = 0.5, « = 0.5, = 2 e u = 4, veremos que o — 0.767 para k
grande o suficiente.

n

Portanto, dadas essas configuragoes temos um sistema com média de tempo entre chegadas
igual a 0.5, que ¢é simplesmente a esperanca da variavel aleatéria Weibull com os parametros
que escolhemos. Além disso, sabemos que esse sistema conta com apenas um servidor e o
tempo médio de servico é igual 0.25, ou seja, o servidor tem capacidade de atender em média
(= 4 usuarios por unidade de tempo. Agora que conhecemos a raiz ¢ = 0.767 podemos
encontrar as seguintes medidas de interesse:

Tabela 9: Medidas de interesse

Lq Wq W L
2.525 0.823 1.073 3.292

Para avaliar o algoritmo, na Figura 14 sdo apresentados os resultados de 100 réplicas de
simulagoes, cada uma considerando a chegada de 50000 usuérios no sistema. Lembrando que
o tamanho da fila e o nimero de usuarios no sistema sao referentes ao momento de uma nova
chegada ao sistema. Vemos que as estimativas geradas pelo algoritmo se distribuem em torno
do valor real, como era de se esperar.

O teste de hipoteses a seguir confirma que nao existem evidéncias para se afirmar que a média
das estimativas geradas pelo algoritmo é diferente da média real de usuarios no sistema. Em
outras palvras, podemos aceitar que as estimativas geradas pelo algoritmo sao, em média,
iguais aos valores médios reais. O mesmo procedimento poderia ser aplicado para as demais
medidas de interesse e seria obtida a mesma conclusao.

Hy: L =3.292
Hy: L # 3.292
Tabela 10: Teste de hipdteses para o nimero de usuarios
no sistema
Test statistic df P value Alternative hypothesis mean of L

0.925 99 0.357 two.sided 3.299
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Figura 14: Estimativas para as medidas de interesse geradas pelo algoritmo.
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6 Comparacao com o queuecomputer

Foi mencionada anteriormente a existéncia de um pacote em R, o queuecomputer, que realiza
simulagoes da mesma natureza do algoritmo aqui apresentado. Agora serd realizada uma
breve comparagao entre as medidas geradas pelo algoritmo e as medidas geradas pelo pacote.

Esta comparacao nao tem como objetivo eleger o melhor método, uma vez que o algoritmo
aqui descrito possui apenas uma funcao didéatica, com o objetivo de possibilitar que o leitor
entenda como podem ser realizadas simulagoes desta natureza. Logo, objetivo desta compa-
racao ¢ apenas validar que os resultados vistos ao longo do texto sao iguais aos que poderiam
ser obtidos por meio do pacote.

Considere um sistema com 6 servidores, tempo entre chegadas X ~ Exp(3) e tempo de
servigo Y ~ Ln(0,1). Foi realizada uma simulacao considerando a chegada de 5000 usuérios
neste sistema, com base na mesma amostra gerada para os tempos entre chegada e de servigo,
os resultados foram computados pelo algoritmo e pelo queuecomputer. As estimativas obtidas
pelos dois métodos podem ser comparadas na tabela abaixo.

Tabela 11: Comparacao entre os resultados do pacote e
do algoritmo

Medida Estimativa do algoritmo  Estimativa do queuecomputer
Média de usuarios no sistema 7.013 7.199
Média de usuarios na fila 2.093 2.259
Tempo médio no sistema 2.424 2.424
Tempo médio na fila 0.759 0.759

Note que as estimativas referentes ao tempo de espera no sistema e ao tempo de espera na
fila sdo exatamente as mesmas. Contudo, para o nimero de usuarios no sistema e na fila as
estimativas, apesar de serem préximas, sao diferentes.

Considere agora um novo sistema com 2 servidores, tempo entre chegadas X ~ Weibull(2, 3)
e tempo de servico Y ~ Gama(12,4). Novamente a simulacdo serd realizada considerando a
chegada de 5000 usuérios neste sistema.

Tabela 12: Comparacao entre os resultados do pacote e
do algoritmo

Medida Estimativa do algoritmo  Estimativa do queuecomputer
Média de usuarios no sistema 0.780 1.164
Média de usuarios na fila 0.013 0.044
Tempo médio no sistema 3.112 3.112
Tempo médio na fila 0.118 0.118

Outra vez podemos afirmar que as estimativas para W e W, sao exatamente as mesmas, mas
desta vez as estimativas para L e L, sao muito diferentes. Isto ocorre pois, como vimos, o
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algoritmo apresentado neste trabalho restringe as medidas ao momento da chegada de um
novo usudario, e as medidas apresentadas pelo queuecomputer valem para qualquer momento.

Isso pode ser comprovado por meio das relacoes estabelecidas pela Lei de Little: L = AW
e L, = AW,. A simulacao do algoritmo no segundo caso resultou em A = 0.37404, e con-
siderando as estimativas para W e W, temos [ = 1.164045 e L, = 0.04408963, resultados
exatamente iguais aos estimados pelo pacote. Ou seja, conhecendo todas as estimativas
geradas pelo algoritmo e as relacoes existentes entre essas medidas podemos mensurar o
comportamento em dois cenarios: um que considera o sistema em qualquer instante, e outro
que considera o sistema apenas quando um usuario chega.

Portando pode-se chegar a conclusdao de que os resultados apresentados na Tabela 11 sao
proximos pois, apesar de serem obtidos de forma diferente, vale a propriedade PASTA pois
se trata de um sistema com tempo entre chegadas exponencialmete distribuido. Ou seja,
enquanto o algoritmo descrito neste trabalho computa o nimero de usuario na fila e no
sistema a cada momento de chegada de um novo usuério, o queuecomputer aparentemente
computa apenas os tempos de espera no sistema e na fila e obtém as demais medidas através
das relagoes conhecidas por meio da Lei de Little. Por outro lado no exemplo em que os
tempos entre chegadas nao sao exponencialmente distribuidos, a propriedade nao vale. Isso
significa que ao chegar em um sistema um usudrio interno observa, em média, um cenario
diferente se comparado a um observador externo que acompanha o sistema a todo instante.
Por esse motivo, os resultados apresentados na Tabela 12 sao diferentes com relagao ao
numero de usuarios no sistema e na fila, uma vez que se referem a formas distintas de se
observar um sistema em que a propriedade PASTA néao é valida.

Apesar do algoritmo possibilitar que sejam encontradas as mesmas estimativas do pacote,
vale destacar que a eficiéncia do queuecomputer é muito superior. Ebert et al. [3] mostraram
que o pacote que desenvolveram em liguagem R é computacionalmente mais eficiente se
comparado a outros concorrentes que realizam simulacoes de natureza similar.

De fato, a superioridade do queuecomputer é notoria, o pacote apresentou tempos de proces-
samento muito inferiores se comparados aos levados pelo algoritmo aqui apresentado. Logo,
recomenda-se fortemente que este pacote seja utilizado em andlises de sistemas de filas uti-
lizando a linguagem R, e que o algoritmo aqui descrito seja considerado apenas de forma
didética.

Além disso, espera-se que, diante dos resultados antes apresentados e das dificuldades ine-
rentes ao processo de descoberta dos resultados exatos, o leitor tenha se convencido da
importancia do uso das simulagoes, nao como uma forma de substituir os resultados teéricos
mas como uma alternativa mais simples e que pode trazer excelentes resultados.
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7 Consideracoes Finais

Como foi explorado ao longo do texto, os resultados gerados pelo algoritmo sdo muito sa-
tisfatérios e possibilitam estimativas para as medidas de interesse bem préximas aos valores
reais. Encontrar solugoes exatas ¢ um grande desafio, uma vez que cada configuracao para
o sistema necessita de uma abordagem diferente para se encontrar as solugoes. E ainda,
como vimos em alguns exemplos deste trabalho, muitas solu¢ées necessitam da implemen-
tacdo de métodos numéricos que levam a resultados diferentes a depender dos parametros
das distribui¢des que regem o sistema. As simulacoes, por outro lado, requerem apenas uma
amostra gerada aleatoriamente para os tempos entre chegadas e tempos de servigo. Feito
isso, o procedimento do algoritmo é o mesmo independente das distribui¢oes utilizadas.

Por esse motivo, esta pesquisa teve como objetivo incentivar o uso de simulagoes em sistemas
de filas e ilustrar em detalhes o funcionamento de um algoritmo que pode ser utilizado
para realizar essas simulagoes. O tempo de processamento poderia ser citado como uma
desvantagem em relacao aos resultados exatos, uma vez que é necessario um grande niimero de
usuarios na simulacao para se obter resultados proximos aos verdadeiros. Contudo, ja existem
solugbes computacionais extremamente eficientes, como é o caso do pacote queuecomputer [3],
que realiza simulagoes da mesma natureza do algoritmo aqui descrito em tempo extremamente
rapido.

Além desta vantagem, as simulagdes podem também ser utilizadas como forma de validacao
de resultados matematicos encontrados para diferentes sistemas de filas, a fim de avaliar se
tais resultados fazem sentido e estao corretos. Logo, simulagoes também podem contribuir
com pesquisas de cunho mais tedrico, auxiliando na checagem dos resultados matematicos
obtidos pelos pesquisadores.

Também podemos destacar como vantagem das simulacoes a auséncia das suposigoes a res-
peito das distribui¢oes. Podemos, por exemplo, simular sistemas com alguma dependéncia
determinada entre os tempos de chegadas ou servico e estimar as medidas de interesse, situ-
acao que seria de enorme dificuldade quando se trata de resultados exatos.

Finalmente, conclui-se este texto reforcando mais uma vez a importancia das simulacoes
de Monte Carlo, ndo s6 para o estudo de sistemas de filas como foi feito neste trabalho,
mas também para diversos outros casos que podem se valer desta ferramenta poderosissima.
Sua grande importancia se da por sua simplicidade, basta entender como se pode simular um
evento de interesse e tudo que se deseja saber sobre este evento pode ser estimado diretamente.
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Apéndice

Funcao desenvolvida em linguagem R que implementa o algoritmo apresentado no Capitulo
2 e foi utilizada em todas as simulacoes mostradas neste trabalho.

simula_fila = function(C, X, Y){
########### PARAMETROS DA SIMULACAO ########H1##

#tempo entre chegadas, usado para gerar o momento das chegadas
Tempos_entre = X

#tempo de servicos, respettando este tempo a fila sera formada
servico = Y

#numero de servidores realizando atendimento
servidores = C

########### CRIA 0S "AMBIENTES" DA FILA E 0S VETORES QUE ARMANEZARAO OS RESULTADOS ###########

#Cria o server, inicialmente desocupado

#Este ojeto sera atualizado conforme a simulacao avanca

Server = data.frame(Servidor = seq(l:servidores),
Ocupado = rep(0, servidores),
Hora_entrada= rep(0, servidores),
Hora_saida= rep(0, servidores))

#Cria uma fila inicialmente vazia
#tambem sera atualizada conforme a simulacao avanca
fila = data.frame(NULL)

#Vetores que irao guardar informacoes durante o processo

#Vacancia: Numero de servers disponiveis, quando o usudrio chega
Vacancia = NULL

#Tam_fila: Tamanho da fila a cada chegada de usudrios
Tam_fila = NULL

#Espera: Tempo de espera dos usudrios na fila
Espera_fila = NULL

#Hr_ini_atd: Hora que o usudrio sera atendido
Hr_ini_atd = NULL

#Numero de usudrios no sistema (Sem contar com o usudrio que acabou de chegar)
N_clientes_sistema = NULL

#4 soma do tempo entre as chegadas + hora atual resulta no momento de chegada de cada usudrio
#Neste dataframe esta contido o momento que o usudrio ira chegar e seu tempo de atendimento
#Para um dia simulado

Clientes = data.frame(Horas chegadas = cumsum(Tempos_entre) , Tempos_servico = servico)

#A###RAAH#E SIMULACAD #HHA##BAHHHER

#iterando sobre todos os usuarios,
#de posse de seus horarios de chegada e duracao do antendimento,

for (i in 1:nrow(Clientes)){

#Verifica se o momento de finalizacao dos atendentes e menor que o tempo de chegada,
#se sim eles estao livres



#0 momento de referencia (atual) e o momento que chega o usudrio
Server$Ocupado = ifelse(Server$Hora_saida < Clientes$Horas_chegadas[i], 0, 1)

###Calcula a vacancia: Total de servidores - total de ocupados####
v = servidores - sum(Server$0Ocupado)

#0 wvalor observado da vacancia duarante a chegada do i-esimo usudrio e armazenado
Vacancia = c(Vacancia, v)

#A#AA#H##### Cenario em que o usudrio e imediatamente atendido ##HHHHHHHAHH

#Se houver pelo menos um servidor livre entao
if (sum(Server$0cupado)< servidores){

#Pega o primeiro atendente livre

#Assume-se que todos atendentes realizam o servico mo mesmo tempo,
#logo a escolha do atendente nao importa

Atendente = min(which(Server$Ocupado == 0))

#Entao este atendente recebe o momento que estara ocupado e o momento que estara livre

Server [Atendente, 2:4 ] = c(1, Clientes$Horas_chegadas[i],
Clientes$Horas_chegadas[i]+Clientes$Tempos_servico[i])

#Se a um servidor livre o momento de entrada e o momento que o usudrio chega

#E o momento de finalizacao e o momento de chegada + tempo do atendimentp

#Se tem alguem desocupado entao a fila necessariamente esta completamente vazia
#portando o objeto da fila e zerado
fila = data.frame(NULL)

#Se houver um servidor livre o tempo de espera na fila e zero e o tamanho da fila tambem
#Esses wvalores sao passados nmos objetos que armazenam os indicadores

Tam_fila = c(Tam_fila, 0)

Espera_fila = c(Espera_fila, 0)

#E por fim, o momento que o usudrio sera atendido e a proprio momento de chegada
Hr_ini_atd = c(Hr_ini_atd, Clientes$Horas_chegadas[i])

#Numero de usudrios mo sistema (sem contar o usudrio que acabou de chegar)
#como nao ha fila, e dado apenas pelo numero de servidores ocupados
N_clientes_sistema = c(N_clientes_sistema, sum(Server$0cupado) - 1)

Yelse{
######H#R###E Cenario em que o usudrio vai para a fila ########H##H#

#Se nao tem servidor livre, entao wvat para a fila
Chegada_fila = Clientes$Horas_chegadas[i]

#guarda para comparar se os outros ja sairam
#ou seja atualiza os objetos caso ha tenha se passado o tempo necessario
Chegada_fila_do_cliente_atual = Chegada_fila

#0 tempo de espera na fila e a diferenca entre o momento que ira finalizar
#o0 primeiro atendimento e o momento de chegada,

#para isso, analisa qual servidor ficara livre primeiro

Espera = min(Server$Hora_saida) - Chegada_fila

#Guarda o tempo de espera deste usudrio
Espera_fila = c(Espera_fila,Espera)

#Saida fila, ocorre quando termina o primeiro atendimento
Saida = min(Server$Hora_saida )



#Inclui os dados deste usudrio na fila
fila_aux = data.frame(Chegada_fila,Saida ,Espera)

fila = dplyr::bind_rows(fila, fila_aux)

#0 usudrio que acaba de entrar na fila sera o primeiro a ser atendido

#pois sempre o anterior ja estara considerado mo server

#Pega o atendente que ficar livre primeiro
Atendente = which.min(Server$Hora_saida )

#Guarda o momento que o usudrio sera atendido
Hr_ini_atd = c(Hr_ini_atd,min(Server$Hora_saida))

#A chegada e o momento que o atendente ficou livre
#0 momento de entrada fica sendo o momento de saida do anterior

#e o momento de saida e o momento de satda do anterior + o tempo de servico do usudrio

Server [Atendente, 2:4 ] = c(1, min(Server$Hora_saida),

min(Server$Hora_saida)+Clientes$Tempos_servico[i] )

#Caso tenha outros na fila, checa se ja sairam no momento em que o usudrio chegou

# feito para medir o tamanho da fila
fila= fila%>%
filter(Saida > Chegada_fila_do_cliente_atual)

#Numero de usudrios mo sistema (sem contar o usudrio que acabou de chegar)
#0 total e dado pela sona de usudrios na fila e o total de servidores ocupados
N_clientes_sistema = c(N_clientes_sistema, sum(Server$Ocupado) + nrow(fila) -1 )

Tam_fila = c(Tam_fila, nrow(fila) - 1)
# -1 pois ele ja esta sendo contado na fila

#it######### ATUALIZACAO DAS INFORMACOES DOS CLIENTES APOS A SIMULACAO

#Atualiza a base de usudrios com as informacoes do atendimento
Clientes$Vacancia = Vacancia

Clientes$Tam_fila = Tam_fila

Clientes$Espera_fila = Espera_fila

Clientes$Hr_ini_atd= Hr_ini_atd

Clientes$N_clientes_sistema = N_clientes_sistema

Clientes = Clientes %>%
mutate(N_clientes_Server = servidores - Vacancia,
Tempo_sistema = Espera_fila + Tempos_servico)

# Resultados comnsolidados
resultados = Clientes’>’

dplyr::summarise(L = mean(N_clientes_sistema),

Lg = mean(Tam_fila),

mean(N_clientes_Server),
mean (Tempos_servico),
sum(Vacancia>0)/length(Vacancia),
= mean(Tempo_sistema),
g = mean(Espera_fila)

=" wnk
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#Tempo gasto na fila (dado que ha fila)
#considera apenas os usudrios que tiveram que esperar
fila_quando_ha = Clientes’>’
dplyr::filter(Espera_fila > 0)%>%
dplyr: :summarise( mean (Espera_fila)) %>%
purrr: :pluck("Tempo_fila")

resultados$Wq_0 = fila_quando_ha

resultados = resultados %>%
select( L, Lg, W, Wg, Wq_0, S, P, r)

#Tazas do sistema

lambda = 1/mean(Tempos_entre)
mu = 1/mean(servico)
rho = lambda/ (mu*C)

resultados$lambda = lambda
resultados$mu = mu

resultados$rho = rho
resultados$C = C

return(resultados)
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