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Resumo

Nesta tese, estudamos o Modelo de Percolagdao de Grau Restrito em Ambiente Aleatoério
sobre a rede quadrada IL?. Nesse modelo, cada sitio v recebe uma restrigio aleatéria
kv € {0,1,2,3}, de forma independente, segundo uma distribuigdo p. Cada elo e tenta
abrir-se em um tempo aleatério U, ~ U(0,1), sendo a abertura permitida apenas se,
nesse instante, ambos os sitios incidentes tiverem grau estritamente menor que suas
respectivas restri¢des. Inicialmente, revisamos resultados conhecidos sobre a estrutura
do modelo. Em seguida, apresentamos avangos no caso bidimensional: provamos a
unicidade quase certa do aglomerado aberto infinito na fase supercritica, estabelece-
mos a positividade da func¢do de conectividade e demonstramos um Teorema Central
do Limite para a densidade de elos abertos. Além disso, para dimensdes superiores e
sob restri¢des deterministicas, mostramos que a probabilidade de eventos locais é dife-
rencidvel em relagdo ao tempo e estabelecemos uma formulacdo adaptada da férmula
de Russo.

Palavras-chave: percola¢do de grau restrito; unicidade; fun¢do de conectividade; TCL;
férmula de Russo.



Abstract

This thesis investigates the Constrained-Degree Percolation Model in a Random En-
vironment (CDPRE) on the square lattice IL2. In this model, each site v is assigned
an independent random degree constraint «, € {0,1,2,3}, according to a probability
distribution p. Each edge e attempts to open at a random time U, ~ U(0,1), and the
opening is allowed only if, at that time, both of its endpoints have degrees strictly smal-
ler than their respective constraints. We begin by reviewing known results regarding
the structure of the model. Then, we present new contributions in the two-dimensional
setting: we prove the almost sure uniqueness of the infinite open cluster in the super-
critical phase, establish the positivity of the connectivity function and derive a Central
Limit Theorem for the density of open edges. Furthermore, for higher dimensions and
under deterministic constraints, we show that the probability of local events is dif-
ferentiable with respect to time and we establish an adapted formulation of Russo’s

formula.

Keywords: constrained-degree percolation; uniqueness; connectivity function; CLT;

Russo’s formula.
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Capitulo 1

Introducao

Modelos de percolacdo em redes regulares tém sido amplamente utilizados para des-
crever processos de propagacdo e difusdo em diferentes contextos, ecolégicos, epide-
miolégicos, quimicos e sociais [9, 10, 39, 41, 47, 67, 68]. Um exemplo cléssico é o pro-
cesso de percolagdo de Bernoulli, em que os elos (ou sitios) sdo abertos com proba-
bilidade p de forma independente, sendo o foco da anélise determinar se existe uma
componente conexa infinita de elos (ou sitios) abertos. No entanto, ha contextos em
que tal hipétese de independéncia entre as varidveis associadas as conexdes ndo se
aplica [4, 37, 46]. Em tais situagdes, surgem modelos de percolagdo dependente, nos
quais o estado de um elo (ou sitio) pode influenciar o de seus vizinhos [30, 32, 36, 57].
Isso ocorre, por exemplo, na propagacdo de epidemias em redes de contato social, em
que a infec¢do de um individuo aumenta a chance de transmissdo para os vizinhos, ou
a infraestrutura da internet, onde cada modem tem um ntmero maximo de conexodes
simultaneas permitidas, o que limita a conexdo, mesmo quando o canal est4 disponivel
[62].

Esse tipo de limita¢do e dependéncia motivou o estudo do Modelo de Percolagao
de Grau Restrito (PGR) [14] e sua generaliza¢do natural em ambiente aleatério, o Mo-
delo de Percolacdo de Grau Restrito Aleatério (PGRA) [56]. Para entender breve-
mente esses modelos, consideramos os processos definidos sobre a rede quadrada
L2 = (Z?,£?), em que os sitios correspondem aos pontos do plano e os elos conectam
pares de sitios vizinhos. A cada elo ¢ é atribuido um tempo aleatério U, € [0, 1], comu-
mente chamado de reldgio, que indica o instante em que ele tentara se abrir. Depen-
dendo do modelo, cada sitio v possui uma restri¢do de grau k, deterministica, no caso
do PGR, ou aleatoéria x,, no caso do PGRA. Neste tltimo, as restri¢des «, sdo variaveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com valores em {0,1,2,3}, se-
gundo uma distribui¢do de probabilidade p = (po, p1, 02, 03). A dindmica do processo
consiste em permitir a abertura de um elo ¢ = (u,v) no instante U, apenas se, nesse
momento, ambos os sitios u e v tiverem graus estritamente menores que seus limites
k, e ky (ou k, e xy), respectivamente. Uma vez aberto, o elo permanecera aberto para
sempre. Ressaltamos que esse processo serd definido formalmente na Segdo 2.2.

Com o propésito de estudar a natureza dos modelos mencionados, esta tese



10

busca apresentar de maneira didatica e tdo detalhada quanto possivel, alguns resulta-
dos considerados relevantes no ambito da teoria da percolacdo. Entende-se que esta
teoria é particularmente cativante para matemaéticos e probabilistas, pois, embora mui-
tos de seus problemas possuam formulag¢des simples, suas solugdes costumam exigir
argumentos matematicos sofisticados e nao triviais.

Centrando-nos no modelo PGRA, seja 6(p, t) a probabilidade de que a origem
esteja conectada ao infinito no tempo t, isto é, de pertencer a um aglomerado aberto
infinito. Como primeiro resultado, na Segdo 3.1 mostramos que, se 6(p,t) > 0 para
algum valor de ¢, entdo, com probabilidade 1, existe exatamente uma tinica compo-
nente conexa infinita formada por elos abertos em IL? . Esse resultado assegura uma
estrutura global de conectividade no modelo, mesmo sob restri¢des locais de grau.

Uma consequéncia natural da unicidade do aglomerado infinito é o estudo do
comportamento da fungdo de conectividade 7, +(x,y), que representa a probabilidade de
que os sitios x e i estejam conectados por um caminho composto exclusivamente por
elos abertos. Na Secdo 3.2, mostramos que, a existéncia de uma componente infinita
implica que T,:(x,y) ndo tende a zero quando ||x — y||; tende ao infinito. Mais preci-
samente, espera-se a existéncia de uma constante c(p, t) > 0 tal que a probabilidade de
conexdo entre quaisquer dois sitios em L2 seja limitada inferiormente por c(p, t), 0 que
evidencia uma estrutura de conectividade global no modelo.

Na Secao 3.3, investigamos a distribui¢do do ntiimero de elos abertos na caixa
B(n) = [—n,n]? com n > 2 centrada na origem. Seguindo a abordagem do modelo
PGRA, provamos que, para valores pequenos de ¢, a densidade de elos abertos nessa
regido, devidamente normalizada, converge para uma distribui¢do normal, quando n
tende a infinito. Essa convergéncia evidencia uma regularidade estatistica no namero
de elos abertos e sugere a presenca de propriedades ergdédicas no modelo.

No que diz respeito ao modelo PGR na rede ¥ com d > 2, mostramos na Segao
3.4 que, para um evento local A, a fungdo t — P;(A), que representa a probabilidade
de ocorréncia de A no instante t, é diferenciavel em relagdo a esse pardmetro. Com
base nessa propriedade, estabelecemos na Sec¢do 3.5 uma versdo adaptada da Férmula
de Russo para o caso especifico em que a restrigio de grau é k, = 3 para todo v € Z2.
Nessa formula¢do, demonstramos que a derivada de P;(A) pode ser expressa, sob
certas condi¢gdes, como a soma das probabilidades de que determinados elos individu-
ais influenciem diretamente a ocorréncia de A. Dessa forma, recupera-se, no contexto
com restri¢des de grau, uma analogia com um dos resultados cldssicos da teoria da
percolagdo.

Em sintese, esses resultados evidenciam a complexidade dos modelos PGR e
PGRA, cujos comportamentos sdo fortemente influenciados pelas restricdes — sejam
elas deterministicas ou aleatérias —, bem como pelas dependéncias estruturais intro-

duzidas pelos parametros que regem a dindmica do processo.
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Capitulo 2

Modelos de percolacao

A teoria da percolagdo é um ramo da probabilidade que investiga a formacao de es-
truturas conectadas em sistemas compostos por elementos aleatérios. Seu problema
central consiste em compreender sob quais condi¢des, a partir de regras locais de co-
nexdo, surge uma componente infinita capaz de conectar grandes regides do sistema.
Esse fendmeno reflete a transi¢cdo entre uma fase em que apenas pequenos aglomera-
dos finitos estdo presentes e outra em que surge uma estrutura globalmente conectada.
Esta teoria fornece ferramentas valiosas para a compreensdo de fendmenos em diver-
sas areas, como fisica e estatistica [65, 66], biologia e epidemiologia [9, 42, 47, 68], redes
de comunicacao [15, 18, 27], entre outras.

Destacamos o processo de percolagado classico ou modelo canénico de Bernoulli,
no qual os elos ou sitios da rede, por exemplo IL?, sdo abertos com probabilidade p
e fechados com probabilidade 1 — p, de forma independente. No entanto, em muitos
cendrios reais, a hipétese de independéncia entre os elementos ndo é véalida. Buscando
modelar fendmenos mais complexos e realistas, surgem extensdes do modelo classico
que relaxam tal hip6tese, dando origem aos chamados modelos de percolagio dependente,
nos quais o estado (aberto ou fechado) de um elo ou sitio depende dos estados dos seus
vizinhos na rede [30, 32, 36, 38, 50, 57]. Esses modelos incorporam correlag¢des locais ou
estruturais que influenciam diretamente a formagdo dos aglomerados. A modelagem
com dependéncia é particularmente relevante em contextos nos quais as interagdes
refletem restri¢des fisicas, limitagdes operacionais ou dependéncias funcionais, como
na fisica estatistica e no estudo de redes complexas [4, 37, 46].

Para proporcionar um panorama mais claro sobre essa teoria, na Segao 2.1 fa-
zemos uma breve introdugdo as definicdes padrdes e anunciarmos alguns resultados
fundamentais no contexto da percolagdo classica [22, 25, 31]. Na se¢do seguinte, dis-
cutiremos os modelos de percolagdo dependente, direcionando nosso foco a descri¢ao
dos modelos que constituem este trabalho: o Modelo de Percolacdo de Grau Restrito e

a sua versao em ambiente aleatério.
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2.1 Percolacao de Bernoulli

O modelo cléssico, originalmente desenvolvido para analisar o fluxo de flui-
dos em meios porosos [8], considera uma rede hiperciibica d-dimensional, denotada por
(V(Z%),£(Z%)), com d > 1, onde V(Z*) := V¥ é o conjunto de sitios da rede, e
E(2z%) = & = {{x,y} ¢ V? : ||lx —y|l; = 1} é o conjunto de elos, isto é, pares de
sitios vizinhos segundo a norma ¢;. Com um leve abuso de notacéo, as vezes denota-
se essa rede simplesmente por Z?. Vale destacar que é comum também referir-se a
rede regular como IL9, especialmente quando tratamos de exemplos especificos, como
a rede quadrada bidimensional I.2.

Focando na percolacéo de elos, associamos a cada elo da rede Z¢ uma variavel
aleatéria w(e), para todo e € £%, onde tais varidveis sdo independentes e seguem a

mesma lei de Bernoulli:

pe(w(e) =1)=p e pe(w(e)=0)=1-p,

com p € [0,1]. Dizemos que o elo e esta aberto se w(e) = 1 e fechado caso contrério,
independentemente dos demais. Esse processo define um espaco de probabilidade
(Q, F,IP,), onde O = {0, 1}5d é 0 espago de configuragdes, cujos elementos sdo deno-
tados por w, F é a v-dlgebra gerada pelos eventos cilindricos (isto é, que dependem de
elos em subconjuntos finitos de £9) e P := [, ¢4 pe € @ medida produto associada.

Um caminho em Z% é uma sequéncia alternada xy, ep, X1, €1, ..., €,_1, X, de sitios
x; € V@eelose = (xj,xi11) € £ paran >1ei=0,1,...,n — 1, onde todos os sitios
sdo distintos, ou seja, o caminho é auto-evitante. Dizemos que um caminho é aberto em
we Nsew(e;) =1,Vi=0,1,...,n— 1. Denotamos o evento em que dois sitios x e y
estdo conectados por um caminho aberto como {x <— y}.

Dado w € Q, consideramos o subgrafo aleatério de Z? composto pelo conjunto
V4 e pelo conjunto dos elos abertos em w. As componentes conexas desse subgrafo
sdo chamadas de aglomerados abertos em w. Denotamos por C, := Cy(w) o aglomerado
aberto de w que contém o sitio x. Denotamos por {x «+— co} o0 evento em que o
aglomerado Cy possui um nimero infinito de sitios. Em particular, denotamos por Cy
(ou simplesmente C) o aglomerado que contém a origem.

Como estamos interessados em investigar a ocorréncia de aglomerados infini-
tos, ou seja, o evento {w € Q) : |C| = oo}, introduzimos a fun¢do de probabilidade de
percolagdo, 87 : [0,1] — [0,1], definida por

09 (p) = P(0 +— c0).

A funcdo 6% (p) é ndo decrescente em p e satisfaz 69(0) = 0 e 69(1) = 1. Essas pro-

priedades indicam a existéncia de uma transicao de fase, caracterizada por um valor
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critico p. = p.(d), chamado de ponto critico, que separa dois regimes distintos:

0‘7’() =0, sep <p.
P >0, sep > p..

Portanto, para p < p. quase certamente todos os aglomerados sdo finitos, enquanto
que para p > p. existe, com probabilidade positiva, um aglomerado aberto infinito.
Esse aglomerado infinito é tinico quase certamente, conforme demonstrado em [11].

Formalmente, definimos o ponto critico como:

pe(d) = sup{p € [0,1] : 6%(p) = 0}.

Algumas vezes, p.(d) também é denotado por p.(Z%). Uma das questdes centrais
na teoria da percolagio é determinar se 6%(p.) = 0 ou ndo, além de estudar as pro-
priedades do sistema no entorno do p.. Vale destacar que Harris [33] demonstrou
que 6%(3) = 0, o que implica que p.(Z?) > 1. Anos depois, Kesten [43] provou que
pc(Z?) < % Por sua vez, para dimensdes suficientemente altas, especificamente para
d > 11, Fitzner e Van der Hofstad [24] demonstraram que Qd( pc) = 0, ou seja, em p,
ndo existe aglomerado infinito. No entanto, o comportamento do modelo no ponto
critico permanece como um problema em aberto para 3 < d < 10.

Uma vez entendido o comportamento do modelo em termos da existéncia e
formacdo de aglomerados infinitos é natural perguntar como certos eventos relacio-
nados a conectividade reagem as variagdes de p. Nesse contexto, surgem ferramen-
tas matemadticas que permitem estimar essas probabilidades: a Desigualdade de FKG
(Fortuin-Kasteleyn-Ginibre) e a Férmula de Russo. Nao obstante, para apresenta-las
adequadamente, é necessdrio introduzir algumas defini¢des e nog¢des preliminares,
como os conceitos de evento crescente e de elo pivotal, no espago de configuragdes.

Considere uma configuragio w de elos abertos e fechados. Dados w, w’ € Q, di-
zemos que w' > w se w'(e) > w(e), para todo e € £%. Um evento A é dito crescente se,
sempre que w € A ew' > w entdo w’' € A. Intuitivamente, um evento é crescente se a
abertura de mais elos ndo pode desfazer a ocorréncia de A. Com essa definicdo, a De-
sigualdade de FKG [26] assegura que, se dois eventos A, B € F sdo ambos crescentes,
entao

P,(ANB) >1P,(A)P,(B). (2.1)

Além dos eventos crescentes, introduzimos a nogao de elo pivotal para entender
como a probabilidade de um evento varia com p. Seja A um evento (ndo necessaria-

mente crescente). Dizemos que um elo e é pivotal para o par (A, w) se

1a(w) # La(w'),

onde w’ é a configuragdo que coincide com w em todos os elos, exceto em e e w'(e) =
1 — w(e). Em palavras, um elo é pivotal se a ocorréncia ou ndo de A depende exclu-

sivamente do estado desse elo. No caso de eventos crescentes, um elo ¢ é pivotal se
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e somente se A ndo ocorre quando e estd fechado, mas passa a ocorrer quando e esta
aberto. Nesse contexto, a Férmula de Russo [55] expressa como pequenas variagdes
na probabilidade p afetam a probabilidade de ocorréncia de eventos crescentes. Mais
precisamente, se A depende de um ndmero finito de elos F C £ d, entdo
ilP (A) =) P, (e é pivotal para A). (2.2)
dp ’ ecF !
Vale a pena mencionar que, a diferenciabilidade da fungao IP,(A) em relagdo a p de-
corre diretamente da estrutura do modelo de percolagdo de Bernoulli, pois IP,(A) é
uma fung¢do polinomial em p, com grau no maximo igual ao niimero de elos em F.
Embora o modelo de percolagdo de Bernoulli tenha uma base teérica sélida, ele
enfrenta limitagdes em contextos onde a hipétese de independéncia entre os estados
dos elos ou sitios ndo é valida. Esse cendrio motiva o desenvolvimento dos chama-
dos modelos de percolagio dependente (veja [38]), nos quais as conexdes estdo sujeitas a
restri¢des ou interagdes locais. Dentro dessa classe, destacam-se o Modelo de Percolagio

de Grau Restrito e sua extensdo em ambiente aleatério, que serdo apresentados a seguir.

2.2 Percolacdao de Grau Restrito

Diversos sistemas podem ser representados por redes em que cada sitio limita
o nimero de conexdes que pode manter simultaneamente. Por exemplo, em uma rede
de encanamentos, cada jungdo suporta um niimero méximo de canos, e a construgdo
da rede deve obedecer a esse limite. De forma andloga, em sistemas biolégicos como
uma floresta, as drvores podem estabelecer conexdes naturais como a propagagao de
fungos, onde o nimero de conexdes permitido varia aleatoriamente, respeitando uma
capacidade maxima local. Esse tipo de modelagem reflete a complexidade dos sistemas
nos quais as conexdes estdo sujeitas a restri¢des e aleatoriedade.

A partir dessa motivagao, surge o Modelo de Percolagao de Grau Restrito (PGR),
introduzido em [14, 62]. Trata-se de uma variagdo do modelo cldssico, na qual a aber-
tura de um elo s6 é permitida se, no instante em que tenta se ativar, ambos os sitios que
ele conecta apresentarem grau (isto é, namero de elos vizinhos abertos) estritamente
inferior a um limite fixado de conexdes permitido por sitio.

A seguir, introduziremos o modelo PGR sobre a rede hiperctbica L4 = (Z4, £%).
Fixa-se uma sequéncia k = (kv)vezd de inteiros satisfazendo k, < 2d para todov € 74,
representando o limite maximo de conexdes que cada sitio v pode suportar. Além
disso, considera-se uma sequéncia U = (U,),ccs de varidveis aleatérias i.id. com

distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1].
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Dessa forma, definimos o modelo no espago de probabilidade ([0, 1]5d,]: ,IP),
onde F é a c-dlgebra gerada pelos conjuntos cilindricos de [O,l]gd e P é a medida
produto de Lebesgue. O modelo é um processo de percolagdo em tempo continuo com

dependéncia de longo alcance, definido da seguinte maneira:
¢ No instante inicial t = 0, todos os elos estdo fechados;

e Cada elo e = (u,v), tenta se abrir no tempo U,, se nesse momento, ambos 0s
sitios u e v tiverem graus estritamente menores que um parametro fixo k &
{0,1,2,...,2d}. Isto ¢,

deg(u,U,) <k, e deg(v,U.) < ky,
onde deg(v, t) denota o nimero de elos abertos incidentes em v no tempo t;

¢ Uma vez aberto, o elo permanece aberto.

A sequéncia U = (Ue),cga € denominada colegdo de relégios, e IP é a correspondente
medida produto sobre [0, 1]5d. Dada uma colegao de relégios U, a configura¢do tem-
poral de percolagdo no instante ¢ € [0,1] é denotada por w™*(U) € {0, 1}5d, onde
w™ (U, e) = 1 significa que o elo e estd aberto no tempo t, e w™ (U, e) = 0 indica que
estd fechado. Quando ndo houver risco de ambiguidade, omitiremos os superindices e
escreveremos apenas w;(U) ou w; (U, ¢). Note que a varidvel aleatéria wi* (U, e), onde

e = (u,v), pode ser expressa como o produto de trés fung¢des indicadoras:

ak B
wi (U, e) = Lyen * Ydeg(ut)<ka} " Lideg(o,u)<ko}-

Ou seja, o elo e se abre no tempo t se seu relégio U, < t e, no instante U,, ambos os
sitios u e v tiverem grau estritamente menor que seus respectivos limites k; e k.

A construcdo de Harris, vide [34], garante que o modelo estd bem definido para
todo t € [0,1]. O subgrafo induzido por w; é denotado por G, cujos componentes
conexas sdo chamados de aglomerados abertos. Dizemos que dois sitios, u e v, estdo
conectados em w; (denotado por u <— v) se pertencem ao mesmo aglomerado aberto
de G;. Um sitio v estd conectado ao infinito (denotado por v <— o) se o0 aglomerado
que o contém possui tamanho infinito.

Analogamente ao modelo cléssico, define-se a fun¢do que associa a probabili-
dade de a origem pertencer a um aglomerado aberto infinito no tempo ¢, denotada por
0%k (t), como

0% (t) = P(0 +— co no tempo t).

E claro que a fungao 64*(t) é nao decrescente, o que permite definir o ponto critico do
modelo como
t9% = sup{t € [0,1] : 69K(t) = 0}.
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Para simplificar a notagdo, quando for necessario, omitiremos os superindices e escre-

veremos simplesmente 6(f) e t., respectivamente.

Exemplo 2.1. Considere uma caixa B(2) na qual associamos a cada elo um valor aleatério en-
tre 0 e 1, representando o tempo em que ele tenta se abrir. Com uma restrigdo de grau k = 2
uniforme, um elo s6 pode ser ativado se, no instante em que seu relégio toca, ambos os sitios
incidentes ainda tiverem menos de duas conexdes abertas (Figura (a)). Se, por outro lado, ado-

©
e
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w0
g m————

=

D

Figura 2.1: Configuracdo comkem t =1

tarmos uma restrigdo maior, como k = 3, os sitios passam a tolerar mais conexdes simultineas.
Nesse caso, uma maior quantidade de elos pode ser abertos, resultando uma rede mais conectada

(Figura (b)).

Um aspecto central no comportamento do modelo PGR é que, para todo k < 24,
o tempo critico t. é sempre maior ou igual ao tempo critico da percola¢do Bernoulli
na mesma rede. A igualdade ocorre apenas no caso extremo k = 2d, quando o mo-
delo recupera a independéncia como o caso cléssico. Isso significa que a ocorréncia de
percolacdo no PGR implica a ocorréncia no modelo Bernoulli, mas a reciproca néo é
verdadeira.

Como é natural na teoria da percolagdo, o modelo PGR foi estendido para um
ambiente aleatdrio [56]. Nesse modelo, chamado Modelo de Percolacdo com Grau Res-
trito Aleatorio (PGRA), cada sitio da rede recebe aleatoriamente uma restrigdo de grau,
de acordo com uma distribuigdo pré-estabelecida. A dindmica é a mesma do modelo
deterministico: um elo tenta se abrir no instante indicado por seu rel6gio, mas isso s6
ocorre se, nesse momento, ambos o0s sitios que ele conecta tiverem graus estritamente
menores que suas respectivas restri¢des aleatorias.

Introduzimos o modelo PGRA sobre a rede hiperctibica IL¢. Para isso, considera-

se uma sequéncia de varidveis aleatérias x = {KU}Uezd, onde cada x, representa a
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restri¢do de grau associada ao sitio v, assumindo valores em {0, 1, ...,2d — 1} de forma
iid., comPy(xy = j) = pj. Aqui, p = (0,01, - -,024—1) € uma distribuicdo de probabi-
lidade, e a correspondente medida produto sobre {0,1,...,2d — 1}Zd é denotada por
IP,.

Considera-se também uma colecdo de relégios U = {U, } cced, onde cada U, sdo
variaveis aleatorias i.i.d. com distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1], sendo indepen-
dentes da sequéncia k. A configuragdo de percolacdo temporal no instante t € [0,1] é
dada por

wi: 0,1, ,2d — 132" x [0,1]¢" — {0,1}¢"
(x,U) — wi(, U)

onde wy(x, U) representa a configuracdo dos elos no tempo t. Para cada x, a dindmica
do processo é definida de maneira andloga a do modelo PGR. Além disso, denotamos
por wt . a configuragdo que indica o estado do elo e no instante ¢, sendo w;, = 1 se e

estd aberto e w;, = 0 caso contrério.

1 1 " T T !
_____________________________ | BN e
S TN S U IS Y NS S S N TN Y S -
------ — e
___________ I o
- A AN I IS I o
b e
SN NS S W S N S -
(a) p = (0.025,0.025,0.9,0.05,0.0) (b) p = (0.025,0.025,0.05,0.9,0.0)

Figura 2.2: Configuragdo compemt =1

Por fim, o processo de percolagdo descrito é governado pela lei:
Pyi(A) = (Pp x P)((x,U) : wi(x, U) € A),

para todo evento A C {0, 1}¢°, onde IP ¢ a medida produto de Lebesgue sobre [0, 1€
Denotemos a fungdo que associa a probabilidade da origem pertencer a um aglome-
rado aberto infinito no tempo t e o ponto critico, respectivamente por 6(p, t) e t.(p), ou
seja,

0(p,t) =Ppi(0 <— o) e t(p)=sup{te[0,1]: 6(p,t) = 0}.
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A estrutura dos modelos PGR e PGRA apresenta caracteristicas particulares. Em
primeiro lugar, ambos os modelos sdo invariantes por translagdes, isto é, a distribuicdo
da configuragdo ndo muda ao transladar o sistema sobre a rede Z“. No entanto, os mo-
delos exibem dependéncias de longo alcance: o estado de um elo pode influenciar ou-
tros elos arbitrariamente distantes, o que dificulta as andlises dos mesmos. Um reflexo
dessa caracteristica é o fato de que a desigualdade de FKG ndo vale nesse contexto
(veja Exemplo 2.2), eliminando uma ferramenta fundamental na andlise de eventos

crescentes.

Exemplo 2.2. A desigualdade FKG ndo é vilida no modelo PGR. De fato, considere o sequinte
exemplo na rede 1.2 com restricio k, = 3 para todo v € Z?. Seja V um sitio com vizinhos

V1,0, 03, 04. Defina os eventos crescentes:
A:={(V,0v1),(V,0v2),(V,v3) abertos} e B := {(V,vy) aberto}.
Sob tais eventos e com restrigio k, = 3, temos que:
P;(ANB) =0,
pois a abertura simultdnea dos 4 elos infringiria a restrigdo. Por outro lado, individualmente:
P;(A) >0 e Py(B)>0 = TP:(A)P«(B)>0.

Portanto, neste caso:
]Pt(A N B) =0< IPt(A)IPt(B),

mostrando que a desiqualdade FKG ndo se cumpre para o modelo PGR.

A formacdo de componentes conexas nos modelos PGR e PGRA pode ser se-
veramente limitada para valores baixos de k, e o comportamento do sistema na fase
supercritica torna-se menos previsivel em compara¢do ao modelo classico. Esses as-
pectos realcam os desafios técnicos e tedricos que cercam a andlise desses modelos

dependentes.

2.2.1 Trabalhos relacionados

O modelo PGR foi apresentado e estudado na tese de doutorado de R. Teodoro
[62]. Nesse trabalho, demonstrou-se que, na rede hiperctbica L4, com restricdo k, =
2d — 1 para todo v € Z% e d > 2, existe quase certamente um aglomerado aberto

infinito no tempo t = 1. Anos depois, na tese de D. dos Santos [19], foi demonstrada a
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existéncia de uma transicdo de fase para o modelo na rede quadrada IL? e também em
arvores regulares d-arias com d > 2. Posteriormente, S. Urban [63] também investigou
o comportamento do modelo em &rvores regulares, estabelecendo limites superior e
inferior para o tempo critico.

Esses avangos foram consolidados posteriormente em [14], onde se obteve, entre
outros resultados, que a transicdo de fase para a rede IL? ocorre em um intervalo ndo
trivial de tempos, com % < t#° < 1. Além disso, foi provado que, para k, = 2 para
todov € Z%ed > 2, tem-se §(t) =0 para todo f € [0, 1], ou seja, ndo ocorre percolagdo.
Também foi estabelecida a unicidade, quase certamente, do aglomerado aberto infinito
no caso em que k = 3 na rede quadrada IL2.

Em relacdo a dimensdes superiores, simula¢des numéricas realizadas em [16]
estimaram os valores de %3 para casos ndo triviais e evidenciaram a ocorréncia de
uma transi¢do de fase para d = 2,3 e 4, além de observarem a monotonicidade da
fungdo 6(t). Por sua vez, em [35], foram obtidos avangos tedricos sobre a transi¢do de
fase. O principal resultado foi a obtengdo de cotas superiores para o tempo critico £k,
validas para todo d > 3 e para valores grandes de k. Em particular, demonstrou-se que
tg”5 < 0,62, além de estabelecer-se que tf’k < %, para todo d > 'zc, ondeC =1,7.

Em [17], analisou-se numericamente a distribuicdo da densidade de elos abertos
em IL? para diferentes valores de k. Os resultados sugerem que, quando n — o, a
funcdo de distribui¢do da densidade de elos converge para uma distribui¢do normal,
indicando a validade do Teorema Central do Limite nesse contexto.

No que se refere ao modelo PGRA, [56], logo apds sua formulagdo, se estabe-
leceram resultados fundamentais sobre seu comportamento estrutural. Em particular,
demonstraram que, na rede L2 e sob restri¢des suficientemente permissivas (ou seja,
quando p3 estiver suficientemente préximo de 1), ocorre percolagdo com probabilidade

positiva para todo tempo ¢ suficientemente préximo de 1 (veja o Teorema 2.3).

Teorema 2.3. Considere o modelo de percolagiio com grau restrito em IL2, com p = (po, p1, 02, 03)-
Existe uma constante n > 0 tal que, para todo (p3,t) € (1 —n,1]?, temos

Py (0 <— o) > 0.

Para obter esse resultado, os autores mostraram que as correlacdes entre even-
tos locais decaem exponencialmente com a distancia (veja o Teorema 2.4). A fim de
enunciar este teorema, introduzimos algumas notagoes. Seja K C £ finito. Diz-se que
um evento A vive em K se sua ocorréncia depende apenas da configuracao restrita aos
elos em K. Denota-se por Hg o conjunto de todos os eventos que vivem em K. Assim,
se A C Z% entio A € H g£(a) quando A depende apenas dos elos com extremidades
em A. Além disso, considera-se (A1, Ap) = inf{d(u,v);u € A1,v € Ay}, onde 6(u,v)
representa a distancia entre u,v € Z2.
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Teorema 2.4 (Decaimento das correlagdes). Sejam A1 e Ay subconjuntos finitos e disjuntos
de Z%. Suponha que A, € He(ay) € A2 € He(n,)- Existe uma constante (d) > 0 tal que

[Py, (A1 Az) = Ppt(A1)Pp(A2)] < C(d) ([9A1] + [9Az]) e ¥ 1A1A2),
para uma constante C(d) > 0 e todos os p = (po, - .., p2-1) et € [0,1].

Uma simples consequéncia do teorema acima é a seguinte: considere os subcon-
juntos disjuntos A1 e Ay de Z4, com [dA{]| < coe [0As]| = 00,5 = 6(A1, Az). Supondo
que A; € Hg(p,) parai € {1,2}, entdo vale que:

Py (A1 M As) — Pyt (A1)Ppi(A2)| < C(d) (|0A1] + [0Bs(Aq)[) e ¥ohh2) - (2.3)

para todo p = (po,...,p24-1) € t € [0,1]. Aqui, Bs(A1) representa o conjunto dos
sitios x € Z¢ cuja distancia até A; é menor que J. Por dltimo, no mesmo trabalho,
foi estabelecido que, para qualquer evento local A, a fungdo IP,:(A) é continua em
relagdo aos parametros (p, t), garantindo estabilidade em relagdo a pequenas variagdes
nos dados do modelo.

Embora os resultados estruturais e analiticos tenham sido formalizados em [56],
evidéncias numéricas do comportamento critico do modelo PGRA j& haviam sido iden-
tificadas anteriormente em [28]. Por meio de simula¢des na rede 1.2, os autores obser-
varam que, quando p = p3 = %, o tempo critico satisfaz aproximadamente t.(p) ~
0,7283. Por outro lado, no caso em que p; = p2 = p3 = %, foi constatada a auséncia de
percolagao.

Por fim, em [20], os autores obtém o decaimento exponencial do raio do aglo-
merado aberto na origem para todos os tempos em que o tamanho esperado desse
aglomerado é finito. Como o modelo PGRA é dominado pela percolacdo de Bernoulli,
tal resultado s6 é relevante se o supremo de todos os valores de t para os quais o ta-
manho esperado do aglomerado na origem ¢ finito for maior que 3. Para demonstrar
esse fato, foi estabelecida a existéncia de uma transi¢ao de fase abrupta em um modelo
intermedidrio, cuja anédlise exigiu, entre outras ferramentas, uma versdo adaptada da
férmula de Russo.

Ap6s a formulagdo e a apresentacgdo tedrica dos avangos estabelecidos na litera-
tura sobre os modelos PGR e PGRA, passamos a enunciar e demonstrar os principais
resultados obtidos nesta tese.
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Capitulo 3

Resultados e demonstracoes

3.1 Unicidade do aglomerado

Um dos resultados fundamentais da teoria da percolacdo na rede LY (d > 2) é
o teorema da unicidade do aglomerado infinito na fase supercritica. Especificamente,
quando p > p,, existe quase certamente um tinico aglomerado infinito de elos abertos.
Em outras palavras, apesar da possivel formagdo de numerosos aglomerados finitos,
apenas uma componente infinita pode surgir.

Este resultado tem sido demonstrado em diversos contextos, tanto para mo-
delos independentes quanto para modelos com dependéncia. Por exemplo, em [29],
os autores estenderam o teorema de Burton e Keane [11] para modelos de percolagao
dependente em grafos aleatérios com elos de longo alcance sobre Z9 e Z% x N, des-
cartando a possibilidade de multiplos aglomerados infinitos por meio de argumentos
baseados em geometria e propriedades de estacionariedade.

Nessa mesma linha, [61] investiga a unicidade do aglomerado infinito no mo-
delo de entrelacamentos aleatérios sobre 74, para d > 3. Para contornar a auséncia
da condigdo de energia finita, essencial no argumento cldssico de Burton e Keane, o
autor desenvolveu uma abordagem alternativa baseada na manipulagdo dos trajetos
dos entrelagamentos, de modo a unir componentes infinitas, explorando a estrutura
geométrica do modelo.

Por sua vez, [5] analisa a unicidade das componentes infinitas em modelos de
percolacdo definidos no produto cartesiano G x Z, onde G é um grafo conexo ar-
bitrario. Diferentemente do caso classico em Z¢, os autores mostraram que certas pro-
priedades estruturais do grafo G podem levar a ndo unicidade do aglomerado infinito,
mesmo em regimes criticos.

Diante da relevancia desses resultados no entendimento das propriedades de
conectividade em modelos de percolagdo, tanto independentes quanto dependentes,
nos dedicamos a estabelecer o teorema de unicidade para o modelo PGRA sobre IL2.
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Para isso, inicialmente vamos considerar o seguinte evento
Dy = {existem exatamente k aglomerados infinitos abertos}.

Como a medida P, € invariante por translagdes na rede e, além disso, € ergodica,
e como o proprio evento Dy também é invariante por translagdes (para cada k =
0,1,...,00), entdo:

Ppi(Dx) € {0,1},

isto é, o evento Dy ocorre quase certamente , ou ele simplesmente nunca acontece.

Teorema 3.1 (Unicidade). Considere o modelo de percolagio de grau-restrito sobre IL? com
o = (00, p1,02,03) €3 > 0. Se Py (0 <— o) = 6(p, t) > 0, entido

Py (([’j pk) UDOO) “o

Portanto, o aglomerado infinito aberto é tinico, quase certamente.

Esse resultado diz o seguinte: se hd uma probabilidade positiva de existir um
aglomerado infinito — isto é, se 0(p,t) > 0 — entdo, esse aglomerado infinito serd
unico com probabilidade 1. Em outras palavras, ndo haverd dois, trés ou infinitos
aglomerados infinitos coexistindo.

Nossa demonstra¢do do Teorema 3.1 se inspira na prova da unicidade do aglo-
merado infinito no modelo PGR com k, = 3 para todo v € Z? (veja [56]). A verdade
é que a estrutura geral do argumento é essencialmente a mesma — porém, ha uma su-
tileza importante no nosso caso. Precisamos garantir que, com probabilidade positiva,
em algum instante ¢, além da ocorréncia de uma certa configuracdo especial dentro
de uma caixa grande, todos os sitios de um certo tipo tenham, simultaneamente, suas
restri¢Oes fixadas em exatamente trés (veja Lema 3.2). Esse detalhe é essencial para que
o mecanismo de conexdo e expansdo das componentes abertas funcione como espera-
mos.

O lema seguinte é fundamental para a nossa anélise. Ele se apoia no conceito de
niimero de extremos (ou ends) de um grafo G, que, intuitivamente, mede quantas dire¢des
infinitas o grafo pode ter. Formalmente, esse ntimero é definido como o supremo do
ntmero de componentes infinitas do grafo G\ K, quando retiramos conjuntos finitos K
de sitios de G.

Lema 3.2. Se P, +(Dy) = 1 para algum k = 3,4,...,00, entdo, para todo n suficientemente
grande, o aglomerado aberto contido na caixa B(n) possui, com probabilidade positiva, ao menos
trés extremos.
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Demonstragio do Lema 3.2. Considere o seguinte evento

Al = {pelo menos trés aglomerados abertos infinitos em w; intersectam B(n)}.
(3.1)
Paral =n—1,n,n+1,ee= (x,y) € £2, escrevemos

Ono=1{e€ & xcaB(n)ey caB({)},

Iy={e€ Opn: en{(n,n),(—n,n),(—n,—n),(n,—n)} # 0},
Opn={e€Oyps1: en{(n,n),(—n,n),(—n,—n),(n,—n)} # O}.
Seja B!, 0 evento em que todos os elos de I, estdo abertas no instante t. E importante notar
que existe uma constante positiva ¢ = c(p, t) tal que

inf P (B}) > c(p,t).

n>1

Além disso, como
lim IPpt(.A ) =1,

n—o00
segue que, para n suficientemente grande, a probabilidade de ocorrerem simultanea-
t o B & :
mente os eventos A}, e 3}, é pelo menos c¢(p, t), ou seja,

P, (AL NBL) > c(p,t).
Para todo subconjunto A C O, 11, definimos
Cﬁl,A ={wi(e) =1seec A, wi(e) =0seec Oyyr1NA}.

Em outras palavras, C!, , representa a configuragdo em que os elos de A estdo abertos
no tempo ¢, enquanto os demais em O, ,, 11 permanecem fechados. E agora vem um

ponto crucial: como a familia {C} ,}aco, ., forma uma partigdo de [0, 1] € (cobre todo

nn+1
o espago de configuragdes possiveis) entdo, necessariamente, existe algum subconjunto
A C Oy 4 tal que

Pps (A, NB,NC) 4) >0, (3.2)

ou seja, essa configuracdo especifica ocorre com probabilidade positiva. Para simplifi-

car a notagéo, passamos a escrever
H 4= AL NBLNC

Seja € (0,1) e consideremos U, 5 como o conjunto dos relégios U tais que U, € (5,1 —
d], paratodoe € O, ,11. A partir da Equagéo (3.2), e do fato de que 51ir51+ Poi(Uys) =1,
—

conseguimos escolher um valor de § < t suficientemente pequeno tal que

Ppt(Hy 4 NUs) > 0. (3.3)
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Ou seja, ha uma probabilidade positiva de observarmos simultaneamente os trés even-
tos que compdem ’H; 4» além de termos os relégios bem comportados — todos conve-
nientemente afastados dos extremos 0 e 1.

Seja u o vetor unitario com anorma || - ||1. Quandoe = (x,x +u) € Oy 41 \ Oy,
denotamos por ¢’ = (x,x — u) o elo oposto a e; isto é, o elo e apontando na dire¢do
contraria. Além disso, se B C O, 11 \ Oy, definimos B° = {e’: e € B} como o con-
junto dos elos opostos aos de B.

Por fim, escrevemos Af = (O, 11\ A)° U O, .. Esse conjunto A/ seré particu-
larmente 1til, pois combina os elos internos da caixa com aqueles que sdo complemen-

tares (e opostos) aos de A. Seja

Fuas = {x€{0,1,2,3}80, 1 € [0,1]8" : k, = 3 para todo v € 9B(n) UdB(n — 1),
U, < é paratodoe € Af, U, > 1—Jdparatodoe € B(n)\Af}.

Podemos pensar nesse conjunto J,, 4 5 em que todas as restricdes de grau (as «;,) nas
bordas de B(n) e de B(n — 1) estdo fixadas em 3 — ou seja, os vértices nessas regides
querem exatamente trés conexdes; e quanto aos relégios U,, alguns tocaram antes de &
em A/, e o resto tocou acima de 1 — 5. Com isso, conseguimos deduzir com precisio
quais elos vao estar abertos e quais néo.

Assim, dados V C Z%2 e F C &2, denotamos por Ily.r a projecdo candnica
de {0,1,2,3}2" x [0,1]¢” em {0,1,2,3} x [0,1]F. Escrevemos G, = B(n)¢ x B(n)‘ e

notamos que, como p3 > 0, a Equacdo (3.3) implica que
le,t (Fn,A,é X HGn (H;,A N un,é)) = IPp,t (-Fn,A,cS) lpp,t (H(;n (Hit”l,A N Un’(s)) > 0. (34)

Se wi € Fuas x g, (H! , NUy,s), entdo todos os elos de O, estdo abertos em w; e
pelo menos trés aglomerados abertos infinitos intersectam B(7n) em w;. Isso conclui a

prova. [

Demonstragio do Teorema 3.1. Suponha que P,;(Dy) = 1 para algum k = 3,4,...,c0.
Entdo, pelo Lema 3.2, valem as hipéteses do Lema 7.7 de [48]: existe (em um espago de

probabilidade grande) uma floresta aleatéria § C w; tal que:
(a) a distribuigdo do par (wy, §) é invariante por translacdes;

(b) o conjunto das florestas § que possuem uma componente com pelo menos trés
extremidades tem probabilidade positiva.

Seja Q; a distribuigdo do par (wi,F)eEra respectiva esperanca. Seja X o conjunto de
trifurca¢des da floresta §, ou seja, x € X se o fechamento de todos os elos incidentes a x

divide a componente conexa de x em pelo menos trés componentes infinitos. Pelo item
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(b), tem-se que Q;(v € X) > 0 para algum v € Z2. Pela invaridncia por translacdes,
segue que
Ei[[ XN B(n)[] = [B(n)|Q: (0 € X).

Por outro lado, o argumento de Burton e Keane (veja [11]) fornece que
|B(n) N X| < |0B(n)|.
As duas expressoes acima implicam a existéncia de uma constante ¢ > 0 tal que
[0B(n)| > E:[[B(n) N X[] = c|B(n)],

para todo n suficientemente grande, o que é uma contradicao.
Resta mostrar que IP, ¢ (D,) = 0, 0 que decorre imediatamente de (3.4), alterando-

se a defini¢do de A!, em (3.1) para
Al = {exatamente dois aglomerados infinitos em w; intersectam B(n)}.

De fato, a ocorréncia de F, 45 x I, (H! , NU,s) obriga todas os elos de dB(n) a
estarem abertos, fundindo os dois aglomerados infinitos.
]

3.2 Fungao de Conectividade

De acordo com Grimmett [31], a fun¢do de conectividade 7, € definida como a
probabilidade de que dois (ou mais) sitios em L4 pertencam ao mesmo aglomerado
aberto em um processo de percolagdo. Esse conceito desempenha um papel central na
andlise da estrutura de conectividade de redes estocésticas e aparece de forma recor-
rente em diversas dreas aplicadas. Por exemplo, na teoria de redes de comunicagao
[59, 64], na geometria estocdstica [54], em sistemas multiagente [6] e também em pro-
blemas relacionados a engenharia de reservatorios [60].

Em diversos processos de percolacdo estudaram-se o comportamento da fungéo
T, para diferentes estruturas. Dentre eles, destacam-se os modelos de percolagdo de
longo alcance [1], modelos baseados em processos de Poisson de multiescala e perco-
lagdo de Mandelbrot [12, 49], além de generaliza¢des do modelo de percolagdo AB [40],
entre outros. Esses estudos refletem a importancia da fungdo de conectividade como
ferramenta fundamental para compreender fendmenos de transi¢do de fase e formacédo

de estruturas complexas em sistemas aleatérios.
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No contexto do modelo PGRA, a fun¢do de conectividade entre dois sitios x e y
é representada por
Toi(%,y) = Ppi(x < y). (3.5)

Um aspecto interessante da fungéo 7, é que, como o evento {x <— y} é invari-
ante por translagoes, vale a relagdo 7,(x,y) = 7,(0,y — x). Essa propriedade simplifica
o estudo da conectividade entre dois pontos arbitrarios em IL¢, pois permite reduzir o
problema a anélise da conectividade entre 0 e y — x. Com essa simplificagdo, enuncia-

mos o seguinte teorema:

Teorema 3.3 (Funcdo de Conectividade). Dado o modelo PGRA sobre a rede 1.? com p =
(po, 1,02, 03) e 0 = 0(p,t) > 0. Existe c(p,t) > 0 tal que

Tot(x,y) = c(p, 1),
para todo x,y € Z?

Demonstragio. Iniciamos o estudo da fungado de conectividade analisando o comporta-
mento de T, (x, ) quando os sitios x e y estdo préximos ou distantes entre si. Como a

medida IP,; € invariante por translagdes, segue que, para quaisquer x,y € 72,
T (%, y) :=Ppi(x +—y) =Pps(0 +— vy —x) = 7,4(0,2).

Assim, sem perda de generalidade, basta estudarmos a fungdo 1,,(0,z) para z € Z*.
Pelo Teorema 3.1, 6(p, t) > 0,

Pt (0 ¢ z) > Py t(0 < 00,z ¢ 0). (3.6)

Seja B(n) a caixa centrada na origem. Para evitar ambiguidades, denotaremos essa
caixa por B, e, de modo geral, escreveremos By, (+) para indicar a caixa centrada em (-).

Observe que,
{0 <— 00,z <— 00} C {0 <— 9By, z <— 0B, (2)}
e que a diferenca dos dois conjuntos acima é dada por
{0 <— 9By, z +— 0B, (z), |C| < 00} U{0 <— 9By, z <— 90B,(z), |C;| < oo}. (3.7)

Logo, usamos a (3.7) e invariancia por translagdes, e obtemos

Pyt (0 <— 0By, z < 0B;(z)) —Pp+(0 — 00,z <— o)
< P, (0 <— 0By, z < 9B, (z), |C| < c0)
+ 1P, (0 <— 9By, z <— 9By (z),|C;| < o)
=2-1P, (0 < 9By, z <— 9By (z),|C| < o)
< 2-P,;(0 ¢ 3By, |C| < o).
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O resultado segue visto que os eventos {0 <— 0B, |C| < oo} decresce para ao vazio
quando n — oo. De fato, temos que

Pyt (0 <— 00,z <— ) > Py +(0 <— 0By, z <— 9B, (2)) =2, +(0 <— 9By, |C| < ).

Entdo, existe R suficientemente grande, que ndo depende de z, de modo que,

92
le,t(O +— dBg, |C’ < OO) < Z
Logo,

2
Py t(0 ¢ 00,z ¢— 00) > Py (0 «— 3B,z < dBg(2)) — %

(3.8)

Portanto, de (3.6), podemos escrever que

Tp,1(0,2) > Py (0 ¢— 00,z +— o)

92
E.
Para simplificar a notagdo, denotamos o evento {(-) +— 9By(-)} por A, ,. Pelo

> P, (0 <— 0Bg,z <— 0Br(z)) —

Teorema 2.4, existem constantes 11 (d) > 0 e ¢(d) > 0, que dependem da dimensao d
da rede, tais que:

[Pps (Aor N Azr) = Pps (Aor) Pos (Az )| < ¢1(d) - R-em@EERED - 3.9)
ou equivalentemente usando invaridncia por transla¢ées

Pos (Ao g M Az ) > Ppt(Agr)Ppi(Asr) — 1(d) - R - e ¥2(@2BrBr(z)

> (P (0 «— aBR))2 — 1 (d) - R- e ¥2(D3(BrBr(2))

> 02—y (d) - R - e~ 2(d)0(BrBr(z)),
Para concluir, se 0 e z estdo suficientemente distantes de modo que,

92

e~ ¥2(d)0(Br,Br(2)) L@ R (3.10)

segue-se, em (3.8), que,
02

T,,:(0,2) > R

Como z = y — x, conforme estabelecido no inicio da demonstracéo, entdo
T,t(x,y) > c(p,t), paratodox,y € Z>.
O

Antes de passar ao resultado seguinte, vale destacar que argumentos similares
aos apresentados nesta secdo — sobre a unicidade do aglomerado infinito e o com-
portamento funcdo de conectividade — foram desenvolvidos para o modelo PGR em
dimensdes superiores, conforme mostrado no artigo [2]. Os resultados aqui obtidos
dizem respeito ao modelo PGRA em I.2.
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3.3 Teorema Central do Limite

O Teorema Central do Limite (TCL) descreve o comportamento assintético de
somas ou médias de varidveis aleatdrias, afirmando que, sob condi¢des adequadas,
essas somas seguem uma distribuicdo normal quando o nimero de variaveis cresce in-
definidamente. No contexto da percolagdo, o TCL surge naturalmente quando se ana-
lisa 0 comportamento de quantidades agregadas, como o ntiimero total de elos abertos
em uma caixa finita B(n), quando n — oo, sendo relevante compreender como essas
quantidades flutuam em torno de sua média (Segdo 11.6, pagina 309 de [31]).

No modelo cléssico de percolagdo de Bernoulli, a independéncia entre os elos
permite que o TCL seja estabelecido de forma relativamente direta a funcionais adi-
tivos locais. Por exemplo, em [45] estabelece-se um TCL para o tempo de primeira
passagem num processo de percolagdo, sob regimens criticos, em Z?2, com condigoes
especificas sobre a distribuicdo dos tempos associados aos elos. De forma analoga, em
[53] demonstram que, diversos funcionais de grafos geométricos — como o ntimero
de sitios, o total de elos ou o ntimero de componentes conexas — satisfazem o TCL
quando o ntmero de sitios ou o volume da regido observada tende ao infinito. Além
disso, outros trabalhos fazem uso de técnicas baseadas em martingales para demons-
trar resultados do tipo TCL, como discutido em [52, 58].

Ao introduzirmos dependéncias e restrigdes estruturais no sistema, como ocorre
nos modelos PGR e PGRA, a demonstracdo do TCL deixa de ser imediato. Trabalhos
como [28] e [17] investigam, por meio de simulagdes computacionais, propriedades
criticas em modelos de percolagdo com restri¢ao e adsor¢do aleatéria. Em [28], embora
o foco ndo seja diretamente o TCL, a andlise de propriedades criticas, como o tama-
nho médio dos aglomerados, envolve implicitamente médias de varidveis aleatérias,
refletindo comportamentos compativeis com fenomenos do TCL. Em [17], os autores
verificam numericamente que a distribui¢do da densidade de elos abertos converge
para uma distribui¢do normal, confirmando a validade do TCL.

Apesar da dependéncia estrutural imposta pelo modelo, mostraremos que a
distribuicdo da densidade de elos abertos dentro de uma caixa B(n), centrada na ori-
gem, converge para uma distribuicdo normal quando n — oo. Para isso, enunciamos o
TCL associado ao modelo PGRA, no qual analisamos o comportamento assintético da
soma das varidveis aleatdrias wy(e), para t suficientemente pequeno, sendo ¢ um elo
contido em uma caixa B(n). Sejam

w(p t) =Epslwi(e)] e o(p,t) = Y Covpr(wi(f), wile)),

ec&?

que representam a esperanga em relagdo a medida do produto IP,; e varidncia como
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a soma das covariancias entre um elo fixo f € £ e todos os demais elos da rede 1.2,

respectivamente.

Teorema 3.4 (Teorema Central do limite). Se py > 0, entdo,

Y. (wi(e) = ulp,t))

e€B(n)
(o, £)v/|B(n)]

para todo t suficientemente pequeno.

» N'(0,1) guandon — oo,

Para demonstrar tal resultado, inicialmente precisamos formalizar algumas defi-
ni¢des preliminares. Dizemos que um evento A vive em um conjunto I' C 1.2 se a
ocorréncia de A pode ser determinada exclusivamente observando o estado dos elos

dentro de I'. Denotamos por Hr o conjunto dos eventos que vivem em I, isto é,
Hr ={A:AviveemT}. (3.11)

Além disso, consideramos o coeficiente de mistura definido por

i1 (1) = sup { [Pys(A1 0 Az) = Py A1)Pys(A2))

A € Ha, |A1| <K, |Ag] <1, 5(A1, A) > n}, (3.12)

onde 5(x,) denota a distancia entre os sitios x,y € Z% e 5(A1, Ap) = inf{d(x,y) : x €
A1,y € Ap},comn € Nek,] € NU{oo}.

A fim de estabelecer o TCL, baseamo-nos na versdo simplificada do resultado
principal apresentado em [7], que fornece uma prova do TCL para campos aleatérios

estaciondrios sob condi¢des de dependéncia fraca. A seguir, enunciamos tal resultado:

Teorema 3.5 (Bolthausen, 1982). Seja {X.},cga uma familia de varidveis aleatérias esta-
ciondrias e limitadas, definidas sobre Z, com média y = E(X,) e ax;(n) definido em (3.12).
Suponha que:

(@) Y m?tay ;(m) < oo, parak +1 < 4;

m>1
(b) 1 00(m) =o(m™%).
Se para qualquer f € E* fixo, tivéramos que
=Y Cov(Xy, Xe) > 0,
ec&d

entdo, vale que

Y, (Xe—n)

e€B(n)
o\/|B(n)|

» N(0,1), quandon — oo.
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Para aplicar o Teorema 3.5, mostramos que dada uma configuracdo do processo
{wt(e)},cg2, ela satisfaz todas as hipoteses exigidas. De fato, a condigdo (a) é garantida
pelo Teorema 2.4, que assegura a existéncia de constantes 1 = P1(d) e P = o(d),
tais que

ag (m) < Yr([Aa] + [Az) exp(—gpam) < 4y exp(—am)

paratodom > 1ek + 1 < 4. Segue imediatamente que

Z md_ltxk,l(m) < Z m-1 (4y1 exp(—ipom)) = 4y Z mi=1 exp(—ypm) < oo.

m>1 m>1 m>1

Para mostrar a condicdo (b), precisamos mostrar que

lim al’m(;ﬂ)
m—oo T

=0.

De fato, pela consequéncia (2.3) do Teorema 2.4, vale que
W100(m) < 1 (14 m" ) exp(—ypom).
Logo,

teo(m) _ (1 +m? ) exp(—yom) Py exp(—ipam) n p1m” ! exp(—ypom)
o p— = —a i :

Aqui, a parte polinomial do numerador cresce, mas o termo exponencial exp(—m)
decai muito mais rapido, quando m — oo. Por tanto,

N1 0o(M) = o(m*d).

Resta verificar que a soma das covaridncias é estritamente positiva. Isto segue do lema
seguinte.

Lema 3.6. Se pg > 0, entdo, para t suficientemente pequeno, temos

(o, t) = Y Covpi(wi(f), wi(e)) >0, paraqualquere € E2.

ec&?

Demonstragio do Lema 3.6. Fixemos um elo f = (x,y) € £2. Entdo

*(p,t) = ) Covpu(wi(f), wile))

ecé&?

= Covpt(wi(f), we(f)) + 22 Covp,t(wi(f), wi(e))
¥
= Var(wi(f)) + ), Covpi(wi(f), wi(e)). (3.13)

ec&?

etf
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Note que
Var(wi(f)) = Epp(wr(f))* — (Egr(wi(f)))?
=Ppi(wi(f)) =1) = Pps(wi(f)) = 1)* (3.14)

Para que o elo f esteja aberto no instante ¢, é suficiente que Uf <t Kkx>0,%x, >0,
e que U, > t para todo elo e incidente a x ou y. Por outro lado, se f estd aberto no
instante ¢, entdo é necessdrio que Uf <t kx > 0exy, > 0. Essas consideracoes nos

conduzem a seguinte desigualdade:
H(1 = po)2(1— 1)° < Pps(wi(f) = 1) < (1 — po)2
Logo, de (3.14) obtemos que,
t1 —00)*(1 — 1) —o(t) < Var(wi(e)) < t(1—pp)* —o(t), quandot — 0.

Portanto,
Var(wi(f)) = t(1 — pg)*> — o(t), quandot — 0.

Tendo em vista (3.13), temos que

o*(p,t) = t(1—po)* +o(t) + Y_ Covpi(wi(f),wi(e)), quandot— 0.
ec&?

eAf

Para calcular o somatério, para todo ¢ € IN vale que,

0'2(t) =t(1— p0)2 +o(t) + Z Covp i (wi(f), wi(e)) + Z Covp i (wi(f), wi(e)).

ec&? ec&?
eAf A f
d(e f)<t d(e,f)>t

(3.15)

Analogamente, a covariancia entre dois elos quaisquer e, f € £ satisfaz

Cov(wi(f), wi(e)) = Ppr(wi(f) =1, wi(e) =1) = Ppi(wi(f) = 1)Ppr(wi(e) = 1)
< (1 - po)?,

o que implica que Cov(w;(f),wi(e)) < t?. Por outro lado, também ¢é vélido que
Cov(wi(f),wi(e)) > —t2, e portanto,

Cov(wi(f),wi(e)) =o(t), quandot — 0.
Logo, do primeiro somatério finito em (3.15),

o?(t) = (1 —po)*+o(t)+o(t)+ Y Covy(wi(f) wi(e)), quandot— 0.

ec&?
oif
(e, f)>1

(3.16)
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Mostraremos que, para algum ¢ > 0,

Y. Covpe(wi(f), wi(e)) =o(t), quandot— 0. (3.17)

ec&?
eif
5(e,f)>¢

Sem perda de generalidade, dado os elos ¢; = (x;,y;), comi = 1,2, seja I'; = {x;,y;},
denotemos por K;(I';) o conjunto de sitios conectados a I'; por um caminho de elos
cujos relogios tocam antes do tempo t. Suponha que 5(I';,I'2) = n e defina

E = {U € [0,1)° : K(I;) € By(T1)}.
Desta forma, obtemos que
|Covp,t(wt(er), wi(ea))| = [Ppi(wi(er) =1, wi(e2) = 1)
— Py t(wi(er) = 1)Py(wi(ez) = 1))

Com base em um argumento de cédlculo, andlogo ao utilizado na demonstra¢do do
Teorema 2.4 em [56], vale que

|COZ7p,t(a)t(€1),a)t(€2))| < 2 (H)P,t(‘gi) + IPp,t(EE)) . (318)

Se o evento E{ ocorre, entdo, passando por cada um dos sitios x; e y;, deve existir
um caminho de tamanho ao menos % formado por elos cujos reldgios tocam antes do
tempo t. Note que, podemos obter a cota

=

P, (E) <2-(3)%-t1 =2-(3t)7, parad =2. (3.19)

De (3.18) e (3.19), temos
|Covp t(wi(er), wi(ez))| < 8- (3t)1.

Desta maneira, parae, f € £2?,

Y Covpi(wi(f),wi(e)) < Y 8-N,-(3t)3,
ec&? r=0+1
e#f
o(e,f)>¢
onde N, := #{e € £2: 6(e, f) = r}. Em IL?, 0 nimero de elos com distancia r é da or-
dem r. Logo, existe C > 0 tal que N, < C - r. Em particular, para t < % suficientemente

pequeno,

W~

i sCr @t = e (3t)%1<(€+1)(1—(13t2)i)+(3t)i)'
r=0+1 (1 - (3t)1)
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Reescrevendo, temos que

8C(3t) T
Cov, (w ,wele)) < ———,
eg“/}z o t(wi(f), wi(e)) 1= e
e
5(e,f)>¢

Para determinar (3.17), note que, para um t < 1 suficientemente pequeno com ¢ > 4,
temos que

1 _1(8ce@E)T

lim - Covyt(w ,we(e <llm-|—————1|=0
P I, Comlenlnane) HM( ol

e#f

d(e,f)>t

Assim, obtemos da Igualdade (3.16)
o?(o,t) = (1 —pg)*t+o(t), quandot — 0.
Para concluir a prova do lema, da tltima igualdade, fazemos

TOb _ 1 ppp

lim
t—0
Dado um € = (1*2‘70)2, existe 6 > 0, tal que para todo t € (0,6), temos que

Oz(tp/ t) _ (1 _pO)Z < (1 _2100)2’

o que é equivalente a escrever,

(1—po)* _ *(p,t) (o, t) _ (1—po)?
(1—po)*— 20 < = > 20

Portanto, visto que pp > 0, com t > 0 suficientemente pequeno, temos que

(o, t) = Y Covp(wi(f), wile)) > 0.

ec&?
O]

Ap6s verificar que o processo {w(e)},cs2 satisfaz todas as condigdes do Teo-
rema 3.5, concluimos que a distribui¢do da densidade de elos abertos dentro da caixa
B(n), centrada na origem, converge para uma distribui¢do normal quando n — oo,
concluindo a demonstracao do Teorema 3.4.

Vale a pena ressaltar que a generalizacdo para dimensdes superiores do resul-
tado referente ao Teorema Central do Limite para o modelo PGRA surge de forma
natural, seguindo argumentos andlogos aos apresentados nesta subse¢do. Essa abor-

dagem estd sendo desenvolvida em um artigo em preparagao [21].
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3.4 Diferenciabilidade de IP;(A)

Centrados no estudo do modelo PGR sobre L4, mostraremos que, dado um
evento A que depende de um ntimero finito de elos em £, a probabilidade de ocorréncia
de A é uma funcao diferencidvel em relacdo ao parametro ¢. Entretanto, um dos princi-
pais desafios dessa anédlise é a presenca de dependéncias de todas as ordens no modelo.
Para contornar essa dificuldade, concentraremos nossa atencao na estrutura do aglome-

rado decrescente de um elo, conceito que sera formalizado a seguir.

Defini¢ao 3.7 (Caminho decrescente). Dado uma configuragdo de relégios U € [0, 1]5 !
e dois elos ¢, f € £, dizemos que e é maior que f (com respeito a U) se U(e) > U(f).
Um caminho auto-evitante P, composto pelos elos ¢y, ¢y, . . ., 5, ¢ chamado de caminho
decrescente se, para todoi € {1,...,n}, o elo ¢;_; é maior que e;.

Definigao 3.8 (Aglomerado decrescente). Sejam A C €%, e € £4(A)e U € [0, 1]5d.
Definimos o aglomerado decrescente em A do elo e sob U como o conjunto C2*(U) de elos
f € A para os quais existe um caminho decrescente, inteiramente contido em A, que

conectaea f.

Por conveniéncia, assumimos que e pertence ao seu proprio aglomerado de-
crescente. Quando A = £, omitimos A na notagao e escrevemos simplesmente C,(U).
Além disso, para C & 4 definimos

Cr(U) = | C(U). (3.20)
eel
Ressaltamos que o aglomerado decrescente depende das varidveis U € |0, 1]5d associ-

adas aos elos e ndo dos seus estados. Com essas defini¢oes, estabelecemos o seguinte
resultado:

Teorema 3.9 (Diferenciabilidade). Se A é um evento local, entdo Pt (A) é uma fungio dife-

rencidvel em t no intervalo [0, 1].

Demonstragiio. Suponha que o evento A vive em I' C £%. A partir de (3.20), para t €

[0,1] e e € T, definimos
C@/ se ue S tl
Ct,e -
{e}, sel, >t.
Além disso, definimos

Ci = | Cie-

ecl
Denotamos por (1, v) a distdncia no grafo entre os vértices u,v € 7% DadosT,T C
7%, definimos 6(T,T) = inf{é(x,y) : x € T,y € T} e escrevemos B,(T) = {x € Z° :
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d(x,T) < r} para denotar a bola de raio r centrada em I'. Além disso, para r € NN,
definimos o evento de relégios limitado a uma bola de raio r,

Eaer = {U €01 ¢ C B(n)}.
Podemos estimar a probabilidade de 57 ; = da seguinte maneira:
P(E3,,) =P ( U {U : Existe um caminho decrescente de tamanho pelo menos r
ecl’
que comega em e, U, < t})

=P < U U {U : Existe um caminho decrescente de tamanho ¢ que comeca
ecl (=r

eme, U, < t})

=P < U U U {U : v é caminho decrescente de tamanho ¢ que comeca
e€l f=r :|y|=¢

eme,Uegt}>

< Z Z Z P (U : v é caminho decrescente de tamanho ¢ que comega
e€l f=r :|y|=¢

ane,uegt}>
<)) L g|

el l=r :|y|=¢
Desta forma, da tltima desigualdade obtemos:

L:‘Atr |F|Z Z n

t=ry:ly|= ot
tt
<|r\22 2d€

(Zdt)

7!

< C(T,d)

) (3.21)

com C = C(T,d) = |T|e?. A dltima desigualdade provém do Apéndice (A.1). Além
disso,

UEAti’_Ol \Nl

r=0
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com IP(N') = 0. Pela construgdo de E, temos que Ex 11 C Exrp C Eprs C ... Seja

Eatr\Eair—1 ser =1
Oy = 1\t (3.22)
SN Ly ser = 0.

Logo, temos uma unido de conjuntos disjuntos tais que, a menos de um conjunto de

probabilidade nula, satisfazem

G @1, = [0,1]€" \ V.

r=0

Visto que P;(A) = P(U € [0,1]5d : wi(U) € A) e, esperando ndo haver risco de

confusdo, escrevemos

r=0

—P (D <w;1(A) N @t,r)>

r=0

= i P (wf H(A)n ®t,r) : (3.23)

Por sua vez, na demonstragdo do Teorema 2.4 em [56], se estabelece que o evento de
relégios w; ' (A) N Ep ;56 depende da colecio de variaveis U, com e € £9(B,,1(A)),
no sentidoque, se U € Ep;,eU € [0, 1) é tal que U, = U, paratodoe € £4(A,11(A)),
entioJ € = Atr- BEm nosso contexto, w; 1 (A) N O}, também s6 depende das varidveis
U, come € £%(B,,1(A)), sendo que,

wrH(A)NO, = w H(A)N
= w; (AN
Cw (AN

™

Atr \EA,t,rf 1 )

—~
[x1

Atr N (Eagr-1)°)
r

[1]

At,re

Seja |£4(B,11(A))| = m(r), o nimero de elos na bola de raio r + 1 contendo A em &£°.

Para abreviar, escreveremos m := m(r). Considere o conjunto das ordenagdes dos elos
de £4(B,41(A)), isto &,

Pm = {a: Ly — E%By41(A)) : ¢ é uma bijegéo}

onde I, = {1,2,...,m}. Também considere I;;, = I[,, U{0}. Dadac € Py el € I,
definimos

o d
E) = {U € [0, 1] Brn(8)); Uy < < Upy <t <Upgyg) <o+ < u‘f(m)}'



3.4. Diferenciabilidade de IP;(A) 37

Provaremos que,

o,l tl (1_t)m_l
IP<E ) R (3.24)

Para simplificar a notagdo, denotemos por U := U € [0, 1]€*(B1(A) Note que
ol\ _ .
P (Eu> —P (u Uyqy < - < Uy <t < Upgpn) < -+ < u(,(m)>
:]P<u:ua(1) <0< ua(l) <t,t< u(T(Z—H) <0< Ua(m))

:IP<U:U0(1) <0 K Ug(l) < t> ~1P<LI t<u, (H—l) - < U(,(m)> .
« b
Como Uy (1) < -+ < Uy(y) sdo varidveis aleatérias i.i.d. em [0,1], temos que
:]P<UZU()< <U()<t>
torUy
= [ / 14U, (1) dU, ) - - - Uy

L
_/ / / u o(2 )) AUy () - - - AU ()
- / / (/ U,,%> AUy (3) -+ dU ()

trUs Usts) Uy(ay®
- (/ ")

Integrando sucessivamente, obtemos

t
:IP(UIUUU) < v <u¢7(l) <t> :ﬂ
Analogamente,
ﬁ:]P(U:t<ug(l+1) < .- <u0_(m)>

1

— / / . /u 1dUy () - - - AU (111
o(141) o(m—1)

1

— / / o .. /Ulr(mz) <1 — uo’(mfl)) dua(mil) N duU(lJrl)

o
_/ / ../ul(,(m_@ <(1 - ?(;13))3) AUy s - AUy(1s1):

Integrando sucessivamente, obtemos que,

1 (1 - ua(mfZ))z
. du .U
/LI s < > o(m—2) o(1+1)

o(14+1)

o(14+1)

,B:]P<U.t<ug(l+1) < - <u(7(m)> :W
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Logo, tendo em vista os valores de « e B, obtemos a Igualdade (3.24). No entanto, a
menos de um conjunto de probabilidade nula, é valido que,

U EZ =10, 1)€/Braa (), (3.25)
e

onde a unido acima é constituida por conjuntos disjuntos. Visto que, w; ' (A) N @}, s6

depende das varidveis U, com e € £%(B,1(A)), da Equacdo (3.25), segue-se que,

w;l(A) NO;, = w;l(A) ne:,No, 1]€(Br+1(/\))

=w; (A)ney,Nn| |J EY

lel,
0c€Py
lely,

Observe que de acordo com a construgdo de ©;, e Eg’rl, se {w; 1 (A) N O, NEY; h 2@,
entdo temos que Ey, '€ w7 (A)NO;,. Paracada r > 0, seja

Si,(A) = {(O’,Z) € Pux Iy B Ny H(A) MOy, # @}.

Vale ressaltar que é possivel que S, seja vazio, o que resulta IP <wt_ La)n @t,r> = 0.
De modo geral, temos que

w (AN, = |J E.
(o,)eSi,(A)

Agora, para cada par (r,1) dado, denote por S} ,(A) o conjunto das ordenacdes para as

quais se mantém a condicdo de ndo vazio de S¢,(A), isto é,
sio(4) = {o € P B nw(A) N0y, £ 0}

Assim, na Equagao (3.23), temos que

Py(A) = Z]P( m@tr)

r=0

ZIP( U {wtl(A)rW@tmEZ;l})
(@)

r=0 €Str(A)

y ¥ P(w;l(A)m(at,mE;f;l)

=0 (o,1)€Ss,(A)

-y ¥ p(E)).

r=0 (1) €Ss ,(A)
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Da Equacéo (3.24) e da defini¢do de S} ,(A),

P(A)=Y Y L.b=U
=0 (0,))E5 00 (A) I (m-1I
B oo m fl (1_t)mfl
r;()l—o Ueg%(A) I (m—1)!
o m l 1_t)m—l
= L (A £a=-o" 3.26
E)E)‘ A g (m —1)! (3.26)

A ultima igualdade provém do fato de que a parte interna do somatério ndo depende
de ¢. Afirmamos ainda que |S£,7(A)| ndo depende de t. Para verificar esta afirmacao,
considere dois tempos quaisquer t; < f, umraior > 0el € {0,1,...,m}, de

modo que mostraremos que S,lfllr(A) = g

i,(A). Como é usual, provaremos que

SilIT(A) C Siz,r(A), enquanto que a inclusdo contraria, Siz,r(A) C Sffl,r(A), se veri-
fica analogamente. Para a primeira inclusdo, tomemos ¢ € Sillr(A). Por definigao,
temos que,

w;(A) NGOy NE, # Q.

Fixe V € {wil(A) N O, N EZ’,lr} e denote § = t, — t;. Tomando, W = V + 4. Entéo,
serd suficiente mostrar que W € {w, LAY Noy,, N Eg’/lr} para esse ¢ dado. Primeira-
mente, da Defini¢do 3.8, considere que C¢(U) representa a composi¢do dos aglomera-
dos que contém A em relagdo a colegdo de relogios U até o tempo t. Assim, observemos
que,

Ctl (V) = Ctz (W)/ (3.27)

pois a ordenagdo ¢ se mantém igual ao somar ¢ a cada relégio. Em outras palavras, a
ordem em que os relégios precisavam tocar originalmente é preservada, mesmo ap6s
a adicdo de ¢ a cada um deles. Assim, o comportamento dos relégios em relagdo a
ordenacdo inicial é mantido, garantindo que a estrutura dos aglomerados em C;, (V)
seja idéntica a de Ct, (W). Logo, pode-se verificar que
: -1 g
a) A partir do fato de que V € {w; *(A) N @y, NE{,}, temos
/l JE— .
EZ/,, = {V : Va(l) < K Va(l) <Hh < Va(l+1) <K VU(m)}-
E claro que a ordenagio ¢ nao se altera ao somar J a cada relégio. Desta forma,
/l J— .
E;71+5,r_ {V+5.VU(1)+(5< <t Ho< - < Vg(m)—f—&}.

Pela forma como W e 6 foram definidos, obtemos que W ¢ E‘é’/lr.

b) Como V € {w;, LA N E‘{l’,lr}, temos uma colegdo de V ordenados. Logo, de a),

EU,I

l’z 7

:{W;Wg(l)<---<t2<"'<w¢7(m)}'
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Assim, temos uma configuracdo de relégios W que tocaram até o tempo t; e que

possibilita a ocorréncia do evento A. Segue-se, portanto, que W € w;, LA).
c) A partir de (3.27),se W € Ci,(W) e Cy, (V) C B,(A), temos

— d - —
EA by = {W c [O, 1]5 : Ctz(W) C Br(A)} e ®t2,7’ = &A,tQ,r\‘:‘A,tQ,i’—l'
Logo, W € Oy, ;.

Em suma, de a), b) e c) é valido que W ¢ {wt_zl(A) N O, N Eg’,lr}; isso prova que
S S,ller(A). Como foi dito, a inclusdo contraria segue de forma andloga subtraindo
(to — t1), concluindo com a igualdade desejada.

Para concluir e verificar que IP;(A) é diferenciavel, utilizaremos o fato de que,
sob certas condi¢des, uma série de fungdes ndo apenas converge uniformemente, mas
também preserva a diferenciabilidade termo a termo. Para isso, da Equagdo (3.26),

escrevemos " 01 e
fr(t) = l;) ‘St,r(A)‘ e (3.28)
Assim, se cada fungéo f, é diferencidvel em I = [0, 1] e se a série formada por suas de-
rivadas ) ;- ; f] converge uniformemente nesse intervalo, entdo a série original } ;- ; f;
também converge uniformemente para uma fungdo f; além disso, essa fun¢ao limite f
é diferencidvel em I e sua derivada é exatamente a soma termo a termo das derivadas
fl, ouseja, f/ = Y2, fl. Isso garante que, a existéncia de uma func¢do diferenciavel f
que coincide com a soma da série .- ; f; (Bartle and Sherbert, Secdo 8.3.4, pagina 342
de [3]).
Desta forma, provaremos que tanto a série da sequéncia { f;(t) : r > 1} e { f/(¢) :
r > 1} sdo uniformemente convergentes em f. Para isso, utilizamos o teste de M-
Weierstrass, que afirma o seguinte: seja ) ;> f uma série infinita definida sobre o
dominio fechado e limitado [0,1]. Suponha que existe uma sequéncia de constantes
ndo negativas { M, }, independentes de t, tais que: a) |f+(t)| < M, para todo r e para
todo t no dominio [0, 1], e, b) a série .- ; M, é convergente. Entdo, a série Y ;- ; f+(t) é
uniformemente e absolutamente convergente no dominio [0,1]. (Pathak, Secdo 2.15.3,

pégina 175 de [51]). De fato,
(11—t

; :m St (A= —L
F6) = LIS A

= Y IP(w;l(A)m@t,mE;f;l)
(o,1)ESer(A)

=P| | (wt_l(A)HGt,rﬂ]E‘Z’Tl)

0€Pm
lely,

=P (w;'(4) N6y,
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Logo, a partir de (3.22), obtemos que,

fo(t) = P (07 (A) N (Bagr — Bngr1))
=P (w7 (A) N (Easr NE ) )
<P (“Atr 1)

Por sua vez, desde que a probabilidade de Z , | decaia exponencialmente rapido
quando r — oo, temos de (3.21) que

r—1
fr(t) < ]Pt(ES\,t,r—l) <C- %’

com C = C(I',d) = |T'|e*. Logo, como |S! ,(A)| ndo depende de t, vale que,

2(2dt) !

PO ==

d m
af r( ) < 7
paratodor > 1etodo t € [0,1]. Assim, como m é um polindmio em r, usamos o teste
de M-Weierstrass para obter que, a serie }_,~ f;(t) converge uniformemente sobre o

intervalo [0, 1]. Logo, IP;(A) é diferenciavel em [0, 1]. O

Uma consequéncia do Teorema 3.9 é que a fun¢do IP;(A) é infinitamente dife-
rencidvel no intervalo (0,1). Esse fato decorre de aplicar novamente o Teste-M de
Weierstrass, que garante a convergéncia uniforme das derivadas de todas as ordens,
permitindo assim a troca entre derivacdo e soma infinita. Para formalizar esse resul-

tado, enunciamos o seguinte lema.

Lema 3.10. Sejar > 0et € (0,1) esejam o, p € (0,1) com a < B tal que x < t < B. Entio

k m k
790 < (g ) 0, paratodo € [w, .

Demonstragio. Inicialmente, a partir da expressao (3.28),
(1 —pm!
Z ‘ sl ‘ A=y

(m—1)!

e denotamos:

[St,(A)]
I (m—1)1

Procederemos por indugdo sobre k. Para k = 1, temos:

ZQ(tlll—f) L (m =D (1= )

C =

< i G (ltl‘l(l — )" (m = 1) (1 - t)m—l—1> ,
I=0
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Como | < m, obtemos:

fr(l)(t) < icl (mtl 1(1 )" ' omt (1—H" ! 1>
1=0
m 1 1
LG t)l(t+TfJ
N (t(lni t)) zi:)q th (1— "

Assumamos que a desigualdade,

90 < (7 ) 0,

é valida para um certo k > 1. Mostraremos que ela continua valida para k 4 1. Utili-
zando a regra de Leibniz (veja Apéndice A.2) para derivadas de ordem superior, obte-

mos,

90 = 3o c- A (P - o)
m k k ;
= Lo 1 (- g (a-0m)

Como t' e (1 —t)"~! sdo mondmios, podemos calcular suas derivadas explicitamente.
Logo, visto que

I!

za—nn.a—w—]—n)-ﬁj@tﬁﬁ,

obtemos,

B v~ v ifk It mkrj  (m=DU
D=L L V() ™ e

com a convengdo de que (=] .

= = 0 se s > [ (Utiliza-se tal convencdo para simplificar
expressdes envolvendo derivadas de mondmios, pois a derivada de ordem maior que

o grau do mondmio é zero). Definamos,

- o It (m —1)!
Lj:= L(m,1,j) = I— k=) m—1—j)
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de modo que podemos reescrever,
) Lj- (1 —pymt, (3.29)

Derivando a expressdo acima, temos:

k
j

k+1 Z c. Z (

=

B (R R (BT

— (m—1— )=, - t)’”—l—/'—l).

Como!—k+j<mem—1—j < m, podemos majorar ambos os coeficientes por m.

Assim,
A < 36 1) () g (BT gt kgt

=0 =0
m k ' . .

e fn Qi ()
I=0  j=0 J

— ( m ) i G - i(_l)j (k> L]- . tlkarj(l B t)mfl—j.

-n)5"5 j

Pela Equacdo (3.29), segue que,

0= ()

Aplicando a hipétese de indugao, obtemos

V() < <t(1ni t)) (t(lni t))kﬂ(t) - (t(1ni t)>k+1fr(t)-

Logo, temos que,

m

190 < (1) 50

para todo k € N. Finalmente, seja o, € (0,1) coma < et € [a,p]. Como 1 < le
% <7 —/3 entdo,

1) < (m>kfr(t)-
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3.5 Formula de Russo

Ap6s estabelecermos a diferenciabilidade da fungdo IP;(A) para eventos locais,
surge naturalmente a questdo de saber se é possivel formular uma versdo da Férmula
de Russo no contexto do modelo PGR. No entanto, quando lidamos com modelos que
apresentam dependéncias estruturais, a auséncia da independéncia impede a aplicacdo
direta da férmula.

Diversos autores enfrentaram desafios semelhantes ao estender a Férmula de
Russo para modelos dependentes. Em [69], por exemplo, foi desenvolvida uma versao
da férmula no contexto de campos de pontos de Poisson, com aplicagdes em geome-
tria estocdstica, como o estudo de células de Voronoi e poligonos aleatérios. De forma
andloga, em [23] adaptaram a Férmula de Russo ao modelo de percolagdo de Voro-
noi em R%. J4 em [13], a férmula foi estendida para o modelo de entrelacamentos
aleatérios, mediante propriedades de processos de Poisson e introduzindo o conceito
de trajetdria plus-pivotal.

Diante da relevancia e das diversas aplica¢des da Férmula de Russo em modelos
com dependéncia, propomos aqui uma versdo adaptada dessa férmula para o modelo
PGR. Nosso foco serd em eventos locais, como o evento A que representa a existéncia
de um caminho aberto conectando a origem ao bordo da caixa B(n), especificamente no
caso em que k, = 3 para todo v € Z2. Para formalizar essa abordagem, introduziremos

algumas defini¢des e ferramentas necessdrias a seguir.

Definig¢ao 3.11 (Eventos crescentes). O evento A € F é chamado de evento crescente se
La(we(U)) < Ta(wi(U)) (3.30)
sempre que wi(U) < wi(U).

Seja A C {0, 1}5d evento que depende de um ntmero finito de elos F C &
Dada uma configuragdo w; € {0,1}5d e um elo ¢ € &9, é util definir uma nova

configuragdo wt(e) € {0,1}¢", trocando o estado de ¢, ou seja para todo f € £9,

wt(e)(u) _ wt(LI) sef 75 e,
1—wi(U) sef=e.

Definicao 3.12 (Pivotalidade para o modelo PGR). Dizemos que e é pivotal para A em uma
configquragio w; € {0,1}¢" se:

14 (wr(U)) # La (@ (WD) (3.31)



3.5. Férmula de Russo 45

Pela defini¢do anterior, vale mencionar que um elo e é pivotal para o evento A

na configuragdo w; € {0, 1}5d se, ao considerar w;(U) € A, entdo wt(e)(ll) ¢ A, ou,

(e)

alternativamente, se w; ' (U) € A, entdo w¢(U) ¢ A. Neste caso, dizemos que e é
pivotal para (A, w:(U)).

Teorema 3.13 (Férmula de Russo). Seja A := {0 +— 9B(n)} e denote F := £?(B(n)) o
conjunto de elos da caixa B(n). Sejam 0 < « < B < 1. Existe K = K(a, ) > 0 tal que

%IP,;(A) > K- ) _P(e é pivotal para A)
ecF

para todo t € [a, B].

Demonstragio. Dado t € (0,1) e 6 > 0, com a condi¢do de que t + 6 < 1, usando a

defini¢do da distribui¢do do processo e monotonicidade no tempo, obtemos que,

Pris(A) —Pi(A) =P (U : wis(U) € A) =P (U : wi(U) € A)
=P (U:wpas(U) €A, wi(l) ¢ A). (3.32)

Agora, seja e = (u,v) € F e considere os elos g, € £ distintos de e, que sejam

incidentes em u e v, respectivamente. Afirmamos que:

{U: wpis(U) € A, w(U) ¢ A} D
{U: e é pivotal para (A, w:(U)), U >t+6, Ug >t+6, t <U, < t—i—(S},

onde para cada elo e € F estamos destacando dois elos f e g incidentes em extremi-
dades distintas de e. Para mostrar tal afirmagdo, suponha que U pertence ao conjunto
da direita. De U, > t segue que e estd fechado na configuracdo w¢(U). Também note
que, Uf >t+06, Ug >t+0, t < U, < t+J e restricdo 3, implica que e estd aberto
na configuracdo wy,s(U), donde wy,s(U) > (wi(U))¢. Consequéncia da afirmagdo
anterior, segue-se que

{U: wis(U) € A, wi(U) & A} D | {U: e é pivotal para (A, wi(U)),

ecF

U >t40, Ug >t+6, t<U, <t+6}, (3.33)

onde para cada elo e € F estamos destacando dois elos f e g incidentes em extremida-
des distintas de e.

E natural se perguntar sobre os relégios dos elos diferentes de e que tocaram
nos intervalos [0,t] e [t + J,1], além dos reldgios Uy e Ug, claro. Assim, definimos o
seguinte conjunto auxiliar de rel6gios R; s(e), que representa o evento em que nenhum
elo em F — {e} tocou no intervalo de tempo (¢, + 6], ou seja,

Risle)={U:Uy & (t,t+ 6], paratodoh € F — {e}}.
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Entéo,

{U: wis(U) € A, wi(U) ¢ A} D | {U: e é pivotal para (A, wi(U)),

ecF
U >t+6, Ug >t+6, t <U < t+5, Ris(e)}.

Note que acima temos uma unido de eventos dois a dois disjuntos. Uma vez que esta-
mos considerando restrigdo 3, os eventos {e é pivotal para A em wy, Uf >t+0, Ug >
t+06}e{t < U, < t+J} sdo independentes (nenhum elo da rede precisa saber se e
estd ou ndo aberto para entdo poder abrir, pois os elos f e g ndo estdo abertos no tempo
t. Muito menos precisam conhecer o tempo do elo e). Bem como sdo independentes os
eventos {e é pivotal para A em wy, U > t+4, Ug > t+ O,Riste{t < U <t+d}.
Temos de (3.32),

Pyi5(A) —PH(A)
)

> Z IP(U: e é pivotal para (A, w:(U)),
eeF

Us > t+6, Uy > t+6, Rys(e)).

A partir do Teorema 3.9, quando § — 0, o lado esquerdo da inequagdo acima converge
para a derivada de IP;(A). Por sua vez,

{U: e é pivotal para (A, w(U)), Us > t+6, Uy >t +6, Ry 5(e) }
/' {U: e é pivotal para (A, wi(U)), Uf > t, Uy > t}.

Portanto, tomando limite com J indo para zero e usando a probabilidade condicional,

obtemos que,

%]Pt(A) > ) P (U: e épivotal para(A, wy(U)), Us > t, Uy > t)
ecF
= Y P (U : e épivotal para (A,w(U)))
ecF

P(U : Uf > t, Ug > t| e é pivotal para (A, w(U))). (3.34)

Para verificar que
IP (U: e é pivotal para (A, w:(U))) > 0,

consideramos eventos de interesse, como A := {0 <— 0B(n)}, isto é, o evento em
que a origem esta conectada ao bordo da caixa B(n) por um caminho aberto. Obser-
vamos que qualquer caminho auto-evitante que conecte a origem ao bordo da caixa
estard aberto com probabilidade positiva para todo t > 0. Assim, é possivel exibir
uma configuragdo, dado o evento A, cuja ocorréncia tem probabilidade estritamente

positiva.
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Por fim, note que, para todo t € (0,1) é valido que,
IP (U: e é pivotal para (A, wi(U)), Us > t, Uy > t) > 0.

A partir do fato que IP;(-) é continua para eventos locais, o Teorema de Weierstrass
(veja Apéndice A.3) implica que, para quaisquer que sejam 0 < o < < 1, existe uma
constante K tal que,

K:= inf P (U:Us >t U >t]|eépivotal para (A, w(U))) > 0. (3.35)
ecF, t€(n,p)

Desta forma, a partir desta tltima equagdo e da Equagdo (3.34), temos

%]Pt(A) > ) P (U :eépivotal para (A, wi(U))) - K.
ecF

Portanto, para todo t € [, ], com 0 < & < B < 1, existe uma constante K = K(«, ) >

0 tal que,

i]Pt(A) > K- ) TP (e é pivotal para A).
dt ecF
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Capitulo 4

Possiveis problemas futuros

Ap6s os resultados apresentados no Capitulo 3, referentes aos modelos PGR e PGRA
definidos sobre a rede hiperctbica I.¥ com d > 2, é natural propor dire¢des para
investigacdes futuras.

Uma possibilidade interessante consiste em adaptar esses modelos a outras es-
truturas e estudar o comportamento da transicdo de fase. Por exemplo, em redes trian-
gulares, onde o grau dos vértices difere do caso hiperctibico, a dindmica de crescimento
dos aglomerados pode mudar de forma significativa. Ainda mais, seria relevante es-
tender o modelo para redes irregulares ou aleatérias, nas quais o ntimero de vizinhos
de cada sitio varia conforme uma distribuicdo imposta.

Outra direcdo promissora esta no estudo da funcdo de conectividade truncada.
A analise do decaimento da conectividade entre dois sitios distantes — levando em
conta a fungdo de conectividade truncada — pode trazer informagdes assintdticas sobre
a estrutura geométrica na fase supercritica, inicialmente para o modelo com restri¢des
deterministicas.

Embora tenha sido demonstrado que a fungédo t — P;(A) é infinitamente di-
ferencidvel para eventos locais no intervalo (0, 1), permanece em aberto o problema
classico da analiticidade — formulado por Kesten (Problema 6, pagina 383 em [44]).
No contexto do modelo PGR, a questdo é saber se essa fungdo é analiticaem ¢ € [0, 1]:

Problema 4.1. Se A é um evento local, entdo IP+(A) é uma fungio analitica em t no intervalo
[0,1]?

Por fim, é razodvel conjecturar que, com um desenvolvimento técnico mais re-
tinado, possa ser estabelecida uma versao da Férmula de Russo para qualquer evento

crescente. Isso nos leva a seguinte formulagao:

Problema 4.2. Seja A um evento crescente que depende de um niimero finito de elos F C £2.
Dado 0 < « < B < 1, existe uma constante K = K(wa, B) > 0 tal que

iIPt(A) =< K'Y Pt(e é pivotal para A)?.
dt ecF

Focando no modelo PGRA, surge uma questdo natural relacionada ao papel dos

parametros p, e p3. Seria razodvel esperar que, ao aumentar suficientemente p, (isto
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é, mais sitios com grau maximo 2) ou ao reduzir p3 (menos sitios com maior capa-
cidade de conexdo), a percolacdo deixe de ocorrer? (Veja Figura 2.2). Essa questdo
levanta a possibilidade de que certas distribui¢oes de restri¢des locais podem impedir

a formacdo de um aglomerado infinito:

Problema 4.3. Considere o modelo PGRA sobre IL? com p = (po, 01, 02,03). Serd que, para
p3 > 0 suficientemente pequeno, vale que,

P, (0 +— c0) = 07.
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Lema A.1. Para todo niimero natural m > 0 e todo niimero real x > 0, vale a sequinte

desigualdade:

ix__ﬂ 14X x
k' m! m+1  (m+1)(m+2)

+“),

E claro que para todo nimero natural m > 0, cada termo pode ser limitado da seguinte

forma:

1<m+1—>i<l
m+1 1!

1-2<(m+1)(m+2)— L

1

1-2-3<(m+1)(m+2)(m+3) —

(m+1)(m+2) ~2
1

(m+1)(m+2)(m+3)

1-2-...<(m+1)(m+2)...(m+k) =

Logo, observamos que para todo k > 1:

1 1

A (m+2) - mtk) =k’

CERCEDMCEDR

pois o denominador do lado esquerdo é maior ouiguala k! jAquem +1>1,m+2 >

2, etc.). Portanto, podemos majorar:

© x x™ x  x2 xm [
ZFS%(l—i_F—FE—F):W(Z
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Concluimos que:

©  yk o
L=

]

Teorema A.2 (Regra de Leibniz para derivadas de produtos). Sejam f e g fungoes dife-
rencidveis em um intervalo aberto contendo t, entdo para todo n € IN, vale que,

@l 0-s01= ¥ (1) 190 500,

onde f*) ¢ ¢("=K) denotam as derivadas de ordem k e n — k, respectivamente.

Teorema A.3 (Teorema de Weierstrass). Seja I = [a,b] C R um intervalo fechado e limi-
tado, e seja f : I — R uma fungdo continua. Defina

M =sup f(x) e K=inff(x).

xel xel

Entdo, existem pontos p,q € 1 tais que

flp)=M e f(q) =
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