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Resumo

A teoria de percolagdo teve inicio com Broadbent e Hammersley [I]].
Uma das motivagdes para a formulacdo de tal teoria foi tentar construir
um modelo probabilistico que descrevesse a propagagdo de um fluido em
um meio poroso. Estes modelos sdo construidos em grafos, atribuindo
independentemente a cada elo (ou sitio) o estado aberto ou fechado com
probabilidade p e 1 — p, respectivamente.

A principal inten¢do desta dissertacdo de mestrado é estudar o mo-
delo de percolagdo no grafo Z2 x {0, 1} introduzido por Damron et al. em
“Absence of Site Percolation at Criticality in Z2 x {0,1}” (veja [2]]). Nosso
préposito neste trabalho foi formular o modelo de percolagdo como feito
no artigo acima, discutir os problemas envolvidos e expor os resultados
do mesmo.

Palavras-chave: Percolagdo critica, percolagdo em bloco, continuidade.



Abstract

The percolation theory began with Broadbent and Hammersley [[]].
One of the formulation motivations of such theory was trying to build
a probabilistic model that describes the propagation of a fluid in a porous
medium. These models are built on graphs, independently assigning to
each bond (or site) the state open or closed with probability p and 1 — p,
respectively.

The main intention of this master thesis is to study the percolation mo-
del in the graph Z? x {0,1} introduced by Damron et al. in “ Absence
of Site Percolation at criticality in Z? x {0,1} ” (see [2]) . Our purpose in
this work was to formulate the percolation model proposed in the above
article, discuss the issues involved and expose the results of it.

Key-words: Critical percolation, slab percolation, continuous.
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Introducao

A teoria de percolacio teve inicio com Broadbent e Hammersley [[f],
que também obtiveram os primeiros resultados sobre a teoria. Uma das
motivagdes para a formulacdo de tal teoria foi tentar construir um mo-
delo probabilistico que descrevesse a propagacdo de um fluido em um
meio poroso. Na tentativa de modelar esta situagdo, é construido um mo-
delo probabilistico em um grafo. Informalmente, a cada elo do grafo é
atribuido, independentemente dos demais, o estado aberto com probabi-
lidade p (parametro do modelo) ou o estado fechado com probabilidade
1 — p. Se o ntimero de canais abertos for suficientemente grande, entdo eles
estardo interligados e o meio se tornard permeével a passagem do fluido.
Neste caso dizemos que houve percolagdo do fluido. Similarmente temos
o modelo de percolagdo de sitios independentes. Neste caso cada sitio estd
ocupado com probabilidade p ou vazio com probabilidade 1 — p.

No primeiro capitulo deste trabalho definiremos formalmente o mo-
delo de percolagio de elos independentes no grafo Z“. Dentre outras coi-
sas, veremos que a funcdo probabilidade de percolagdo, representada por
6(p), é objeto de extensos estudos uma vez que sobre a qual ainda existem
véarios problemas em aberto. Por exemplo, em 71, existe um valor critico
do parametro p denominado ponto critico, representado por p,, tal que se
p > pc a probabilidade de percolar é positiva e se p < p. a probabilidade
de percolar é nula. Sabe-se que 6(p) é continua para valores p < p. e
p > pc. Neste caso o interesse é saber se 6(p) é continua no ponto critico,
ou seja, determinar se 6(p.) = 0.

Nas décadas de 60 e 70, houve grandes esforcos para mostrar que em
Z? o ponto critico era 1/2. Harris , Russo e Seymour-Welsh
mostraram que p, > 1/2. O resultado exato foi obtido nos anos 80, quando
Kesten mostrou que p. = 1/2 e que 0 é continua em 1/2, ou seja,
6(1/2) = 0.

Em 1990, Hara e Slade [@] mostraram que em Z%, para dimensoes
d > 19, ndo ha percolagdo no ponto critico, isto €, 8(p.) = 0. Recentemente
Fitzner e Van der Hofstad melhoraram este resultado, mostrando que
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para d > 11 ndo ha percola¢do no ponto critico. Acredita-se que as mes-
mas técnicas desenvolvidas em podem ser utilizadas para mostrar o
resultado quandod > 7.

No segundo capitulo consideraremos especificamente o modelo de per-
colagéo de sitios no grafo S = (Z% x {0,1}, £) proposto por Damron et al.
2], onde Z2 x {0,1} = {(x1,%2,%3) : x; € ZVi=12 e x3€ {0,1}}
sdo os sitios e & = {(x,y) € {Z? x {0,1}} x {Z?> x {0,1}} : |[x —y| = 1}
sdo as arestas, as quais chamaremos de elos. Por | - | representamos a dis-
tancia euclidiana. Em S é definido o modelo de percolagdo de sitios in-
dependentes, atribuindo a cada sitio v € Z? x {0,1} o estado ocupado
com probabilidade p ou o estado vazio com probabilidade 1 — p, sendo
p € [0,1]. Para este modelo os autores mostram que 6(p;) = 0. A frente
definiremos formalmente este modelo.

Recentemente Duminil-Copin et al. [3] mostraram que ndo hé percola-
¢do de elos no ponto critico no grafo S’ = (V/, E’), onde V' = {(x1, x2,x3) :
xi € ZVi=12 e x3 € {0,1,..,k}} sdo os sitios e E' = {(x,y) €
V!xV':|x —y| =1} sdo os elos.
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Capitulo 1

Percolacao em zZ-

Neste capitulo vamos definir o modelo de percolagdo de elos indepen-
dentes em Z? e exibiremos alguns resultados que serdo utilizados ao longo
do texto.

1.1 Defini¢ao do Modelo

Nesta se¢do definiremos formalmente o modelo de percolacdo de elos
independentes em Z“.

Defini¢do 1.1. Definimos a rede hipercibica d-dimensional, d € IN, como
sendo o grafo G = (Z%,E?), onde Z“ representa o conjunto de sitios e E*
o conjunto de elos. Mais especificamente,

7% = {(x1,%0, .., %g) 1 X; € ZV i} e

E'={(x,y) € Z* x 2% : |x —y| =1},

onde | - | representa a distancia euclidiana.

A condigdo |x —y| = 1 significa que os sitios x e y sdo vizinhos de
primeira ordem. Neste caso existe um elo e incidente aos sitios x e y, isto
é, os sitios x e y sdo as extremidades do elo. Este elo serd representado por
(x,y).

A partir de agora, utilizando um abuso de notagdo, denotaremos o
grafo definido acima simplesmente por Z?. Uma parte de Z? pode ser
vista na Figura[I.1}

Seja p € [0,1]. Cada elo e € E“ estd aberto com probabilidade p ou fe-
chado com probabilidade 1 — p. Assumiremos que o estado de um elo ndo
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Figura 1.1: Parte finita do grafo infinito 72

serd afetado por quaisquer outros elos da rede, obtendo assim o modelo
de percolagdo de elos independentes.

Consideraremos o espaco de probabilidade (Q,S3,P,), onde
Q = {0,1}F é o espaco amostral do modelo, cujos pontos, que serdo cha-
mados configuragdes, sdo representados por w = {w, : e € E}. O valor
w, = 0 corresponde a e estar fechado, enquanto w, = 1 corresponde a
e estar aberto. € a ¢-dlgebra gerada pelos eventos cilindricos e P, € a
medida produto em S.

Defini¢io 1.2. Um caminho em Z? é uma sequéncia alternante
X0, €0, X1, €1, .., €51, Xn de sitios distintos x; e elos ¢; = (x;, x;11). Este cami-
nho tem comprimento n e liga xp a x,,. Um circuito é uma sequéncia alter-
nante xo,ep, X1,€1,...,€y—1,Xn,€n, X9 de sitios e elos, tal que
X0, €0, X1, €1, ---, €n—1, Xn € um caminho e e, = (xy, x0> .

Considerando uma configuragdo w, um caminho ou circuito serd dito
aberto em w se todos os seus elos estiverem abertos em w, ou seja, we, = 1
patatodoi =1,...,n.

Definicao 1.3. Dizemos que dois sitios da rede, x e y, estdo conectados se
existir um caminho aberto ligando estes sitios (ver Figura [1.2). Denotare-
mos o evento em que os sitios x e y estdo conectados por {x < y}.

Definic¢do 1.4. Definimos o aglomerado do sitio x na configuragdo w por:

C(w)={yeZ x>y em w}.
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Figura 1.2: Aglomerado aberto da origem e um caminho aberto conec-
tando os sitios x e y.

Note que Cx(w) é o conjunto de todos os sitios do grafo que estdo co-

nectados a x em w.
Inicialmente estamos interessados em estudar o tamanho de Cy(w),

queremos investigar se aglomerados infinitos ocorrem com probabilidade
positiva. Denotaremos por |Cy(w)| a cardinalidade de Cy(w) e por
{x <> oo} o evento em que |Cyx(w)| = co. Dizemos que houve percolagdo
se |Cy(w)| = oo para algum x. Portanto, uma quantidade de interesse é a
probabilidade de determinado sitio pertencer a um aglomerado de tama-
nho infinito. Pela invariancia translacional de Z9 e de Py, basta considerar

0 caso em que x é a origem de Z“ (ver Figura .
Definigao 1.5. Definimos como probabilidade de percolacdo a probabili-
dade da origem pertencer a um aglomerado de tamanho infinito. Ou seja,

6:[0,1] = [0,1]
p—0(p),

onde
0(p) = Pp(w € Q: |Co(w)| = 00) = Py(w € O :0 <> 00 em w).

Para reduzir a notagdo, a partir de agora denotaremos a probabilidade
Py(w € O : [Co(w)| = o0) simplesmente por P,(|C| = ).

Observe que a fungdo 6(p) é ndo decrescente em p. Intuitivamente se
o evento {0 <> oo} ocorre e o valor de p for aumentado, entdo mais elos
estdo sendo abertos implicando que o evento acima continuard ocorrendo,
ou seja, f(p) é ndo decrescente. Veremos uma demonstrac¢do formal deste

fato no teorema a seguir.
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Teorema 1.1. No modelo de percolagio de elos independentes em Z*, a fungio
6(p) é ndo decrescente em p.

Prova: Seja (X, : e € Z) uma colegdo de varidveis aleatérias indepen-
dentes identicamente distribuidas (iid) com distribui¢ao uniforme [0, 1].
Para p € [0,1], definimos

|1, se X.<p,
;77”(6)_{0, se X,>p.

Dizemos que um elo e é p-aberto se 77, (e) = 1 e p-fechado caso contra-
rio.

Podemos construir um modelo de percolagdo com parametro p usando
elos p-abertos e p-fechados deste modelo. Vamos denotar por P a proba-
bilidade neste modelo.

Seja C 0 aglomerado p-aberto contendo a origem, neste caso temos

0(p) = Pp(ICp| = o).
Note que {|Cr| = 0o} C {|Cp| = o0}, ¥ 7t < p. Logo,
0(71) = Pa(|Cx| = c0) < Py(|Cp| = c0) = 6(p).
[

Para os valores extremos de p, o modelo se comporta da seguinte ma-
neira: quando p = 1, todos os elos da rede estdo abertos, de modo que
todos os sitios estdo conectados entre si. Em particular, a origem esta co-
nectada a um namero infinito de outros sitios com probabilidade 1, ou
seja, 0(p) = 1. Quando p = 0 ndo hé elos abertos, nenhum sitio estd
conectado a qualquer outro, em particular, a origem estd conectada a um
numero finito, neste caso zero, de sitios e portanto 6(p) = 0.

Deste modo é natural definir o ponto critico do modelo.

Defini¢dao 1.6. Definimos o ponto critico, denotado por p., como o su-
premo de todos os valores de p para os quais 8(p) = 0. Ou seja,

pe = sup{p:0(p) = 0}.

E importante lembrar que p. é funcéo da dimensio (p. = p.(d)) e ndo
crescente na mesma. Intuitivamente quanto maior a dimensdo, maior é
o numero de caminhos conectando os sitios 0 e x. A demonstracdo deste
fato pode ser vista em Grimmett [5].
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1.2 Resultados em Percolacao

Nesta segdo enunciaremos alguns resultados sobre o grafo Z?. Apre-
sentaremos o teorema que garante uma transigao de fase ndo trivial, isto é,
existe um valor critico do pardmetro p no intervalo (0,1) abaixo do qual a
probabilidade de percolar é nula e acima do qual esta probabilidade é po-
sitiva. Também apresentaremos o teorema da unicidade do aglomerado
infinito.

A mudancga que ocorre ao se passar de um estado em que existem so-
mente aglomerados finitos para o estado em que hé o surgimento de um
aglomerado infinito é o que chamamos de transi¢do de fase. Sobre o feno-
meno de transi¢do de fase temos o seguinte resultado.

Teorema 1.2. Em Z“, para qualquer dimensdo d > 2 existe p. € (0,1), tal que:
a) 6(p) =0 se 0 < p < p..
b) 6(p) >0 se p.<p <1

O teorema acima diz que se p < p., a origem estd quase certamente em
um aglomerado finito. Por outro lado, se p > p,, a origem tem probabili-
dade positiva de estar em um aglomerado infinito. Porém, o teorema ndo
diz o que acontece em p = p,, sabe-se que 0(p) é uma fun¢do continua,
exceto possivelmente em p = p. (veja Grimmett [5])).

Chamamos de fase subcritica o intervalo p < p,, de fase critica p = p.
e de fase supercritica o intervalo p, < p < 1.

Definicido 1.7. Seja ¢(p) a probabilidade de que exista aglomerado infinito
em algum sitio de Z“. Tsto ¢,

P(p) =PplweQ: Jxec Ve |Cyw)| = o).

A seguir veremos que ¥ assume somente os valores 0 e 1. Na fase
subcritica todos os aglomerados sdo quase certamente finitos e na fase su-
percritica quase certamente temos pelo menos um aglomerado infinito.

Teorema 1.3. A probabilidade y(p) satisfaz:

0, se 0(p) =0,
v ={ 7 % oo

A demonstracao pode ser vista em Grimmett [J]].
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No caso em que ¢(p) = 1, ou seja, 8(p) > 0 dizemos que houve perco-
lacdo. Caso contréario dizemos que ndo houve percolacao.

Pelo Teorema [1.3| vimos que quando 6(p) > 0 existe aglomerado infi-
nito. Uma pergunta natural seria, quantos aglomerados infinitos?

Teorema 1.4. (Unicidade do aglomerado infinito) Em Z9, se p é tal que
6(p) > 0, entao

Py (existir um iinico aglomerado aberto infinito) = 1.
A demonstracao pode ser vista em Grimmett [J]].
Em Q) defini-se uma ordem parcial, ou seja, dado w € Q = {0, 1}E,
w<w se we<w. ¥V eeE

Definicao 1.8. Um evento A é dito crescente, em relacdo a ordem parcial
acima, se
Ip(w) < Ix(o) V w<d,

onde [ 4 é a fun¢ado indicadora de A.

Um evento A é dito crescente quando aumentar o niamero de elos abertos
de uma configuragao favorece a ocorréncia do evento. Ou seja, se uma
configuracdo faz com que o evento ocorra, aumentando o niimero de elos
abertos o evento continua ocorrendo. Um exemplo de evento crescente é
A = {x < y}, dois sitios estarem conectados por um caminho de elos
abertos. Um evento é dito decrescente se o seu complementar for cres-
cente.

Defini¢do 1.9. Uma variavel aleatoria X é dita crescente se for crescente
na ordem parcial acima, isto é

X(w) < X(«w') sempreque w < '.

Enunciaremos agora um resultado que sera muito utilizado no decor-
rer deste texto, que leva o nome de Fortuin, Kasteleyn e Ginibre [4] por
terem generalizado o resultado para varios modelos. No entanto, em 1960,
Harris [[7]] ja o havia demonstrado para percolacdo de elos independentes.

Teorema 1.5 (Desigualdade FKG). Sejam X e Y duas varidveis aleatérias cres-
centes e limitadas em Q), entio

Ep(XY) = Ep(X)Ep(Y)
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A demonstracao pode ser vista em Grimmett [J]].
Como corolario temos.
Coroldrio 1.6. Se A e B forem eventos crescentes, entio
P,(ANB) > P,(A)Py(B), ou equivalentemente Py(A|B) > Py(A).

Ou seja, a ocorréncia de um evento crescente aumenta a probabilidade
de ocorréncia de outro evento crescente. Vale lembrar que a desigualdade
também é vélida no caso em que A e B sdo eventos decrescentes. Se A for
crescente e B decrescente temos

Py(ANB) < Py(A)Py(B).

18



Capitulo 2
Percolacio no Grafo Z* x {0,1}

Neste capitulo vamos apresentar o modelo de percolacdo de sitios in-
dependentes em Z? x {0, 1} e mostraremos os resultados obtidos no artigo
“ Absence of Site Percolation at Criticality in Z? x {0,1}” de Damron et al.
[2]. Em particular mostraremos que 6(p.) = 0. Além disso, mostraremos
também que a fungdo 6(p) é continua em [0, 1]. Para isto, adaptamos para
Z? x {0,1} a demonstracio feita para Z¢ em Grimmett .

Vale lembrar que em algumas demonstragdes deste capitulo serdo uti-
lizados resultados do Capitulo 1, que foram enunciados para percolacdao
de elos independentes. Mas com uma adaptacdo adequada estes também
sdo validos para percolagao de sitios independentes (veja Grimmett [J])).

2.1 Definicao do Modelo

Nesta se¢do definiremos formalmente o modelo de percolagdo de sitios
independentes em S = (Z? x {0,1},&), onde

Z*x{0,1} = {(x;,x2,x3) x5, €EZVi=1,2 e x3€{0,1}}e

€ ={(xy) € {Z?x{0,1}} x {Z* x {0,1}} : [x —y| = 1}

sdo os conjuntos de sitios e elos, respectivamente. Por | - | representamos
a distancia euclidiana.

Com um certo abuso de notagdo denotaremos o grafo definido acima
por Z2? x {0,1}. Note que este grafo consiste de duas cépias de Z? sobre-
postas (ver Figura [2.T).

Introduzimos probabilidade neste modelo da seguinte maneira: seja
p € [0,1], cada sitio v € Z? x {0,1} estd ocupado com probabilidade p ou
vazio com probabilidade 1 — p. Assumiremos que o estado de um sitio ndo
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Figura 2.1: Parte finita do grafo infinito Z2 x {0,1}.

serd afetado por quaisquer outros sitios da rede, obtendo assim o modelo
de percolagdo de sitios independentes.

Consideraremos o espaco de probabilidade (Q,S3,P,), onde
Q = {o, 1}‘sz {01} & o espago amostral do modelo, cujos pontos, que
serdo chamados configuragdes, sdo representados por w = {w, : v €
Z? x {0,1}}. O valor w, = 0 corresponde a v estar vazio, enquanto w, = 1
corresponde a v estar ocupado. 3 é a r-dlgebra gerada pelos eventos cilin-
dricos e P, é a medida produto em .

Defini¢do 2.1. Um conjunto de sitios distintos {v1,v2,v3, ..., v} C 72 x
{0,1} serd dito um caminho, ou cruzamento, se estes formarem uma se-
quéncia de sitios adjacentes (vizinhos de primeira ordem). Se v; = vy,
dizemos que os sitios formam um circuito.

Considerando uma configuragdo w € (), um caminho serd dito ocu-
pado em w se todos os seus sitios estiverem ocupados em w, ou seja,
wy, = l paratodoi=1,..,n.

Definicao 2.2. Dizemos que dois sitios x e y estdo conectados, se existir um
caminho ocupado {v1, vy, v3, ..., 04}, com x = v1 e y = v,. Denotaremos o
evento em que x estd conectado a y por {x <> y}.

Agora vamos definir a projegdo ortogonal de um sitio sobre Z2.

Definicio 2.3. Definimos a projegdo ortogonal do sitio v € Z? x {0,1} da
seguinte maneira:

m o Z*x{0,1} —» 72
n(x,y,z) = (xy)
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Considere a caixa B, = [—n,n] x [-n,n] x {0,1} e seja v = (v, ..., vk)
qualquer caminho em B,,. Vamos associar a y um subconjunto em 77(B},)
da seguinte maneira:

() = (7(v0), ., 7(v)) -

Defini¢ao 2.4. Dado um cruzamento -y em By, definimos a fita R, associ-
ada ao cruzamento 1, da seguinte maneira:

Ry, ={veB,:n(v) e mn(y)}
Definigao 2.5. Definimos o aglomerado do sitio x na configuracdo w por:
Co(w)={yeZ*x{0,1}:x <y em w}

Inicialmente estamos interessados em estudar a cardinalidade de C (w),
denotada por |Cy(w)|, mais precisamente em sua distribui¢do. Pela inva-
ridncia translacional de Z? x {0,1} e de P,, basta considerar o caso em que
x é a origem de Z? x {0,1}.

Definicdo 2.6. Definimos como probabilidade de percolagdo a probabili-
dade da origem pertencer a um aglomerado de tamanho infinito. Ou seja,

6:10,1] — [0,1]
p—0(p),

onde
0(p) = Pp(w € O : |Cop(w)| = 00) = Py(w € Q: 0 <> 00 em w).

A partir de agora denotaremos a probabilidade Py(w € Q : |Co(w)| =
oo) simplesmente por P,(|C| = o0).

Vimos no Teorema [1.1| que para o modelo de percolacdo de elos inde-
pendentes em Z¢, a fungio 6(p) é nao decrescente em p. Com uma sim-
ples adaptacdo do mesmo, obtemos resultado semelhante para o modelo
de percolacio de sitios independentes em Z? x {0,1}. Também temos que
para os valores extremos p = 0 e p = 1 0o modelo de percolacao de sitios
independentes em Z2 x {0,1} se comporta de forma similar ao modelo de
percolacdo de elos independentes em Z?. Assim, é interessante definirmos
o ponto critico do modelo.

Defini¢do 2.7. Definimos o ponto critico, denotado por p., como o su-
premo de todos os valores de p para os quais 6(p) = 0. Ou seja,

pe = sup{p:0(p) = 0}.
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2.2 Propriedade Fundamental

No modelo de percolacio de sitios independentes em Z? x {0,1} te-
mos uma propriedade que serd usada constantemente. Em seguida enun-
ciaremos a mesma, e vamos chama-la de Propriedade Fundamental (PF).

Definicdo 2.8. Propriedade Fundamental: Se dois caminhos ocupados em
Z? x {0,1} tém a propriedade de que suas projecdes em Z? se intersetam,
entio estes caminhos estdo conectados em Z2 x {0,1}.

Para uma idéia intuitiva da propriedade acima sejam s; e so dois ca-
minhos ocupados distintos em Z? x {0, 1}, s; com sitios em Z? x {1} e sq
com sitios Z2 x {0}. Se suas projecdes se intersectam em Z?, entdo existe
um sitio ocupado v1 = (x,y,1) € s1 e um sitio ocupado vy = (x,y,0) € sp.
Além disso, vp e v; sdo vizinhos de primeira ordem portanto estdo conec-
tados, logo os caminhos se conectam.

Observe que esta propriedade ndo é vélida para percolagdo de elos,
pois se o elo de extremos vg = (x,y,0) e v; = (x,y, 1) estiver fechado estes
caminhos ndo podem se conectar.

2.3 Resultados

Nos modelos de percola¢do o comportamento da fungdo probabilidade
de percolacdo na fase critica é objeto de extensos estudos. Nesta se¢do o
objetivo é mostrar o principal resultado deste trabalho, isto é, provaremos
que para percolacio de sitios independentes em Z? x {0,1} nao ha per-
colagdo no ponto critico. Para isto precisaremos de algumas defini¢des e
resultados auxiliares que serdo enunciados a seguir.

Definic¢do 2.9. Para n,m € IN definimos o evento E, ,, ={existe um cru-
zamento ocupado no sentido esquerda-direita, contido na caixa [—n, n] x
[—m, m] x {0,1}, tal que um sitio em {—n} x [—m, m] x {0,1} estd conec-
tado a um sitio em {n} x [—m, m] x {0,1}} (veja Figura2.2).

A seguir mostraremos que se ha percolagao entao P, (Ey,») — 1, quando

n — 0. Este resultado é provado para Z? em Grimmett . Aqui adapta-
mos a demonstracdo para Z2 x {0,1}.

Lema 2.1. Suponha 6(p) > 0, entio

lim Py(Eyn) = 1.

n—00
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Figura 2.2: Exemplo do evento Ej ;.

Prova: Seja By, a caixa [—n,n] x [—n,n| x {0,1}, n € N.

Suponha 6(p) > 0, pelo Teorema [1.3|existe aglomerado infinito. Como
Z? x {0,1} é um subgrafo de Z3, pelo Teorema [1.4 0 aglomerado infinito
em Z? x {0,1} é tnico.

Para m € IN considere o evento I, ={existe algum sitio de B, que

pertence ao aglomerado infinito}. Note que I,, C I,;4+1,logo Iy © U Ln.
m=1

Entao
nli_rgopp(lm) = PP (mL_Jl Im) =1,

pois existindo aglomerado infinito para m suficientemente grande a caixa
B, contera algum sitio do aglomerado infintio.
Seja € > 0, tome m suficientemente grande tal que

Py(Ly) > 1 —e. 2.1)

Fixado m, considere n > m e sejam Fy, F, ..., Fs as faces de B,. Se I
ocorre, entdo algum sitio de B, estd conectado por um caminho ocupado
a alguma face F; de B, i =1, ...,6. Logo,

1=Py(In) > 1—=Py({Bw «> Fiem B,})
Pp({Bm <> Fem Bn}c)
Pp({Bm §L> Pi em Bl’l/\v/ l})

6
= D (ﬂ{Bm ¢ F; em Bn}) :

i=1
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Como os eventos sdo decrescentes e equiprovaveis, por FKG temos

6
1—Py(Ly) > HPP ({Bu # Fj em B,})
6
= I—{[l — Py ({Bm <+ F;em B, })]

= [I—Pp({Bm < Fem B,})I°, (2.2)

onde F é uma das faces de B,,.
Combinando (2.1)) e (2.2), obtemos

A=

Py, ({Bu <> Fem B,}) > 1—es. (2.3)

Definimos a fronteira de B, denotada por dB,, da seguinte maneira:
0B, = {veB,:3y €Z?>x{0,1} —B, e |[v—y| = 1}. Sejam FL, =
{v € 9B, : xy = —n} e FR, = {v € 0B, : x; = n}, as faces esquerda e
direita de By, respectivamente. Os eventos { B, <+ FL, em B, } e {B;;, <>
FR, em B, } sdo crescentes, por FKG e (2.3) temos

Py ({Bm <> FLyem B} N {By, <+ FR, em B,}) >
P,({Bu > FL, em B,})P,({By <> FR,em B,}) > (1—e5)2.

Considere o evento A, ,={existem dois sitios na dB,;, que pertencem a
caminhos ocupados disjuntos em B,, ambos interceptando 9B,, }. Observe
que Ay n+1 C A, portanto

].im Pp(Amln) — Pp ( m Amln> - 0,

n—00
n=m+1

pois o aglomerado da origem é tinico. Caso ndo fosse zero, teriamos dois
aglomerados infinitos quando n — co. Ou seja, Py(Ap,n) — Pp(existem
dois sitios na dB;; que pertencem a aglomerados infinitos disjuntos)= 0,
quando n — oo.

Definimos a regido B, \ By, da seguinte maneira: B, \ B, = {v € 72 x
{0,1} : v € B, N B,}. Sejam {B,, <+ FL, em By}, {Bys <> FR, em B,}
eventos disjuntos em By, e considere o evento Ep \p, ={existe um cami-
nho ocupado, inteiramente contido na regido B, \ B, conectando os dois
caminhos anteriores} (ver Figura[2.3). Temos que
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Figura 2.3: Cruzamento ocupado no sentido esquerda-direita na caixa Bj,.

Y
~

AN

P, ({Bm ¢ FLy em By} N {B,, <> FR, em B,} N EBH\Bm>
P, ({Bw ¢+ FLy em B} N {By, <+ FR;, em By, }) —

P, <{Bm & FLy em By} N {By, <> FRy em By} N Egn\3m>

» ({Bm <> FLy em B, } N {By, <+ FRy em B, }) — Py(Amu,n)
(1—€8)? = Py(Au)

(1-— e%)z, quando n — oo
1, quando € — 0.

Acabamos de ver que quando ha percolagdo a probabilidade de cruzar-
mos uma caixa [—n, n] x [—n,n| x {0,1} suficientemente grande, também

é grande.

Os dois resultados seguintes nos dizem o qudo grande precisa ser a
probabilidade de cruzar uma caixa para que tenhamos percolagao.

Proposicdo 2.2. Se n e p sio tais que Py(Eyy ) > 25, entio 6(p) > 0.

- 50/

Prova: Sejan > 1. Observe a Figura 2.4, uma aplicagdo das propriedades
FKG e PF nos fornece que

PP(E4n,n) > [PP(EZn,n)]3[Pp(En,n)]2-

Como {Ez;n} C {Enn}, temos

Pp(E4n,n) Z [Pp(E2n,n)]5-
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Isto implica que
PP(EACLn,n) < 1- [PP(EZn,n)]S'
Logo,

Po(EGy)? < {1~ [(Po(Eann))} 4

Figura 2.4: Cruzamento ocupado no sentido esquerda-direita no retangulo
[—4n,4n]| X [—n,n].

Considere os eventos Eg4;, , ={existe um cruzamento ocupado no sen-
tido esquerda-direita na caixa [—4n,4n] x (0,2n] x {0,1}} e E4, ,, ={existe
um cruzamento ocupado no sentido esquerda-direita na caixa [—4n, 4n] x
[—2n,0] x {0,1}}.

Observe que Eyy , € Ey, , sdo independentes, pois dependem de sitios
em regides disjuntas. Também sdo simétricos e {Ef, ,, } C {Egun N Efunt
Logo,

Py(Efuan) < [Pp(ES, )17 (2.5)

Combinando (2.4) e obtemos

By(Egyn) < {1 [Bp(Ezun)]} 26

Para prosseguirmos vamos usar a desigualdade de Bernoulli (ver [9]),
que nos diz que (1 +y)" > 1+ ny paratodon € Ney > —1.
Seja x € [0,1], tomando y = x — 1 temos que

I+x—-1)">14+n(x—1).
Logo,

" —1>n(x—1).
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Portanto,

(1—3") < [n(1 - x)]%

Para todo x € [£3, 1] temos que

25(1 — x)? < =(1—x).

NI~

Consequentemente

(1-x°)2<Z(1—x). 2.7)

N~

Combinando (2.6) e (2.7), concluimos que

1
PP(Ein,Zn) < E[l_Pp(E2ﬂ,ﬂ)]

1
= EPP(EEn,n)' (28)
Por indugdo vamos mostrar que para m € IN,
1
Pp( E”’“n,Zmn) < Z_mPP(Egn,n)' (29)

Vimos que para m = 1 a desigualdade é verdadeira (veja (2.8)). Supo-
nha verdadeira para m = k, isto é

1
Pp( ;k'*‘ln,an) < ?PP(EEn,n)‘ (210)

Considere os eventos E ={existe um cruzamento ocupado no sentido
esquerda-direita na caixa [—252n, 25 2n] x (0,25 1n] x {0,1}} e E ={existe
um cruzamento ocupado no sentido esquerda-direita na caixa
[—2K+2p, 2K+21) x [—2K+13,0] x {0,1}}.

Note que {Ej; 12, 9k ,t C {E° N E}, além disso, E* e E° sdo indepen-
dentes (regides disjuntas) e simétricos. Logo,

PP(EE’(Hn,Zan) < [PP(EC)]2
[Pp(ESer, )1 (211)

2k+2n,2kn

Como {Ep+1,, ¢, } C {Epky ot }, temos por FKG e PF que (ver Figura
2.5)

[PP (E2k+1n,2kn)]3 [PP (Ezkn,an)]z
[Py (Egsty )]

27
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_gkt2g _2k+1 J ; 0 .- | 2k*1p gkizp,
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Figura 2.5: Realizagdo do evento Ejrsz, ok,

[——

Isto implica que

PP( ;k+2n’2kn) S 1-— [pp(E2k+1n,2kn)]5
= 1-[1- PP(ESanlzkn)]S'

Logo,
[Pp( 2k+24 2k )]2 < {1 - [1 _ PP(E2k+1n 2ky )]5}2' (212)
Combinando (2.11)) e (2.12), obtemos

Pp(Einyginy) S {1 = [1= Po(Egn, 5, )P}
1

< {1_[1_2_PP(E571,11)] }2 (pOI’)

< S1-[1- o P(E5,)]) (por @7))
1

= WPP(EEn,n)'

Assim provamos a desigualdade (2.9).
Para k € IN, defina as caixas By da seguinte maneira:

B [0,2Fn] x [0,2K1n] x {0,1}, se k éimpar,
7 [0,25 1] x [0,2%n] x {0,1}, se k épar.

Para k impar, considere o evento E; ={existe um cruzamento ocupado
em By que conecta os lados [0,251] x {0} x {0,1} e [0,2Fn] x {2F1n} x
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Figura 2.6: Cruzamentos ocupados nas caixas B;s.

{0,1}}. Para k par, considere o evento E; ={existe um cruzamento ocu-
pado em By que conecta os lados {0} x [0,25n1] x {0,1} e {2¥1n} x [0,2kn]

x {0,1}} (ver Figura2.6).
Note que Ex = Ejx,, pk-1,/ V k € IN. Assim,

Pp(Eli) - Pp(Esknlzk—ln)~
Logo,
Y Pp(Ep) < Z Py(ES,,,) (por @9))
k=1 k=1
21
= E2n n ; 2_
Pelo Lema de Borell Cantelli Pp(E,‘é infinitas vezes) = 0. Isto §,

Py(w € O : Jko(w) tal que Ex(w) ocorre V k > ko(w)) = 1. Este fato im-
plica que quase certamente existe um caminho ocupado infinito, ou seja,

ocorre percolagao.
|

Teorema 2.3. Existe € > 0 com a sequinte propriedade. Se n e p sdo tais que
Py(Eyn) > 1—¢€, entio 6(p) > 0.

Em primeiro momento vamos assumir que o teorema acima seja ver-
dadeiro, na segdo seguinte trataremos da sua demonstracao.

Agora podemos mostrar o principal resultado deste trabalho, isto é, em
Z? x {0,1} nao hé percolacdo na fase critica.
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Teorema 2.4. Em Z? x {0,1} ndo hd percolacio no ponto critico, ou seja,
e(pc) — O.

Prova: Suponha 0(p) > 0. Pelo Lematemos que Py(Ey;,n) — 1, quando
n — 0. Logo, V € > 0, I ng(e) tal que Py(E, ) > 1—¢€, V n > ng. Fixe
N tal que P,(EnN) > 1 — €, note que Py(Enn) = plONl(1 — p)IWI, onde
|ON| e |Vn| representam as quantidades de sitios ocupados e vazios em
[-N, N] x [=N, N] x {0,1}, respectivamente. Logo, P,(En,n) é uma fun-
¢do continua em p. Tome p; < p suficientemente préximo de p. Pela con-
tinuidade de P,(Ey,n) temos que Py, (Enn) > 1 — €. Logo, pelo Teorema
2.3/ concluimos que 6(p1) > 0.

Por outro lado suponha 6(p.) > 0, logo existe pp < p. tal que
6(p2) > 0. Absurdo, pois ndo ha percolagdo em valores p, < p.. Logo

6(p:) = 0.
|

2.4 Prova do Teorema

Nesta secdo provaremos o Teorema isto €, mostraremos que existe
€ > 0 com a seguinte propriedade. Se n e p sdo tais que Py(E;;n) > 1 —¢,
entdo 6(p) > 0. Para isto precisaremos de algumas defini¢des e resultados
auxiliares, que serdo enunciados a seguir.

Definigdo 2.10. Considere as caixas: S1 = [—3n/2,n/2] x [—n,n| x {0,1},
So=[-n/2,3n/2] x [—n,n] x{0,1} eS3 = [-n/2,n/2] x [-n,0] x {0,1}.
Sejam L1 = {—3n/2} x [-n,n] x {0,1}, Ry = {n/2} x [—n,n] x {0,1},
Ty = [-3n/2,n/2] x {n} x {0,1} e By = [-3n/2,n/2] x {—n} x {0,1} os
lados esquerdo, direito, superior e inferior de 51, respectivamente. Defina
L;, R;, T; e B; similarmente para S;, i = 2,3 (ver Figura .

Definic¢do 2.11. Chamamos de cruzamento no sentido superior-inferior na
caixa [—n,n| x [-m,m| x {0,1}, o cruzamento y = (v, ..., ;) tal que vy €
[—n,n] x {m} x{0,1}, vy € [—n,n] x {—m} x {0,1} e nenhum outro sitio
do caminho pertence as duas regides anteriores. .

Dizemos que 'y € autoevitante se v; = v; implicar que i = j e fortemente
autoevitante se 71(v;) = 71(v;) implicar que |i — j| = 1. Note que segundo
esta definicdao, todo caminho fortemente autoevitante é autoevitante.

Defina o evento F, ={existe um cruzamento ocupado no sentido superi-
or-inferior em S3 que estd conectado a R, por um caminho ocupado total-
mente contido em S,}.
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Ly

in/2

Figura 2.7: Caixas S1, S e S3 com os eventos F,, G, e Hj,.

Lema 2.5. Suponha 6(p) > 0. Entdo para todo n suficientemente grande,
1
Py(Fy) = Zp4-

Prova: Considere o evento A,={existe um cruzamento ocupado no sen-
tido superior-inferior em S3}. Pela Proposicao temos

Py(An) =Py | |J Dr | =) Py(Dr), (2.13)
ReS; R

onde a soma é sobre todas as fitas R de cruzamentos superiores-inferiores
autoevitantes em Ss;.
Para uma fita R em S3, defina R a reflexdo de R através de T3, isto €,

R={(x,—y,z):(xy,2) € R}.

Seja Gr a regido em S, estritamente a direita de R U R e considere o
evento Cr ={existe um caminho ocupado em S, que conecta R, com a fita
R U R}. Neste evento, queremos apenas que o caminho contenha um sitio
em Gp adjacente a RUR.

Note que Cr e D s6 dependem do estado dos sitios em Ggr e Lg (ver
Proposi¢ao [2.16), respectivamente. Logo,

Py(DrNCR) = Pp(Dr)Py(Cg).
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Fixada uma fita R, considere os eventos Cig={existe um cruzamento
ocupado em Gg que conecta Ry com a fita R} e Cor={existe um cruzamento
ocupado em Gy que conecta R, com a fita R}. Observe que {E;,,} C {Cr}.
Temos também que {C%} C {C{g N Cs5x}, {Cir N C5r} C {C%} e, além
disso, estes eventos sdo decrescentes. Pelas propriedades FKG e PF temos

1~ Py(Enn) > 1 Py(Cr) = Py(CR)
= Pp(CirNCy)
> [Pp(Cip)]*.

Isto implica que

1_PP(En,n) > PP( iR)-

Logo,
P,(Cig) > 1—[1—Py(Enn)]? (2.14)
1
> _
> 5. (2.15)

Na tltima desigualdade acima foi usado o Lema tomando n sufici-
entemente grande.

Sejam 11,1, € N tal que Py(Eyn,) > 4% e Py(An,) > % Tome
n=max{ny,n, }. Novamente pelo Lema[2.1} temos

Y P,(DrNCig) = Y Py(Dr)Py(Cir)
R R

= % )_Pp(Dr) (por @I9))
R

1
= SP(4) (por @T3))
1
>
> T (2.16)

Observe que se estivéssemos em Z? a prova estaria completa, pois
{Dr N Cir} C {F,}. No entanto, em Z? x {0,1}, o caminho usado no
evento Cig ndo faz com que em S3, tenhamos obrigatoriamente, um cru-
zamento ocupado superior-inferior contido em R. A seguir trataremos
deste problema.

Dizemos que uma fita R é ocupada quando é obtida de um caminho
ocupado, ou seja, contém um caminho ocupado. Analogamente como foi
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definida a fita ocupada mais a esquerda para um cruzamento ocupado
no sentido superior-inferior (ver Defini¢ao [2.14), definimos para o cruza-
mento ocupado no sentido esquerda-direita em Gg a fita ocupada mais
baixa no sentido esquerda-direita em Gg.

Para qualquer fita U no sentido esquerda-direita em Ggr considere o
evento Dg iy ={U é a fita mais baixa em Ggr}. Vamos particionar o evento
Dg N Cyr de acordo com estas fitas. Note que para quaisquer fitas U; e Up
distintas, os eventos Dp i, € Dg y, sdo disjuntos. Logo,

P,(DrNCigr) = Py (U DrN Cuz) =Y Py(DrNCig), (2.17)
u u

onde a soma € sobre todas as fitas ocupadas U em Gr que conectam R; a
fita ocupada R.

Para quaisquer fitas R e U, seja Gg 11 a regido de Gg acima de U unida
com R. Note que D e Dy ; sdo independentes do estado dos sitios em
Gr,u. Podemos encontrar um caminho deterministico g i em Gg 17, com
no méaximo dois sitios, com um vizinho em R e um vizinho em U. Defina
o evento Ag 11 ={todos os sitios da fita do caminho g ;1 estdo ocupados}
(ver Figura e note que este evento cria uma conexdo entre as fitas R e
U. Como {DrNDruNAru} C {F.}, temos

Py(Fy) > P, (U UDrNDrunN AR,u>
R U

Py(Aru) ). ) Pp(Dr N Dru)
R U

Vv

= Pp(AR,U)ZPp(DRmclR) (por )
R

4

2 (por @T0).

v

Agora veremos que quando hé percolacdo a probabilidade de cruzar a
caixa [—2n,2n] x [—n,n] x {0,1} é estritamente positiva.

Proposig¢do 2.6. Suponha 6(p) > 0, entdo existe c; > 0 tal que

Py(Eznpu) >c1, VneNN.
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Figura 2.8: Fita ocupada mais a esquerda R, R sua reflexdo sobre Tj, fita
ocupada mais baixa U e na jungdo das fitas o caminho 7y ;; que conecta os
caminhos contidos nas fitas.

Prova: Esta proposigdo segue diretamente do Lema
Primeiro vamos obter uma cota para P,(Ez,/5,). Temos que (ver Fi-

gura

Pp(Egn/zln) > Pp(Fn NG, N Hn)
> Pp(Fu)Pp(Gn)Py(Hy)
= [Pp(Fn)]zpp(En/z,n/z)- (2.18)

Aplicando limite em ambos os lados, pelos Lemas2.T|e[2.5] obtemos
8

. P
nlgrolo PP(E?m/Z,n) > E

Logo, dado € > 0, existe ng(e) € N tal que

S
o

—€, ¥V n>ny.

Py(Esn/on) > 1

[o)}
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Seja m = min{P,(Esr/2x) : k < ng}. Logo,

8
Py(Esnro) > min{m, bt}

v

2
0 Vn.

V

3

Figura 2.9: Exemplo do evento Ey, ;.

Por outro lado temos que (ver Figura

PP(EZH,n) > [Pp(ESn/Z,n)]zpp(En,n) (2-19)

Pelo Lema 2.1isto implica que

lim Pp(EZn,n) > C3.

n—oo

Dado € > 0, existe Ny(€) € N tal que
Py(Eznn) > c3—€, ¥V n > Np.
Seja m’ = min{P,(Egx) : k < Np}. Logo,

Py(Eann) min{m’,c3}

v

€1
0 Vn.

V

Como corolario da proposi¢do acima temos que a probabilidade de um
circuito ocupado ao redor da origem é estritamente positiva.

Param,n € IN, seja Ann(m,n) um anel de raio interno m e raio externo
n. Isto é, B, \ By, onde B, = [—n,n]? x {0,1}. Dado n considere o evento
A, ={existe um circuito ocupado ao redor da origem em Ann(n,3n)}.
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Figura 2.10: Circuito ocupado na regido B3, \ By.

Corolario 2.7. Suponha 6(p) > 0. Entdo existe c* > 0 tal que para todo n
Py(Ay) > c*.
Prova: Observe que (ver Figura
Py (An) = [Pp(EBn,n)]4-
Por outro lado (ver Figura
Pp(E3n,n) > Pp(En,n) [Pp(EZH,n)]Z-
Como {Ez,,} C {Enn}, pela Proposicao existe ¢4 > 0 tal que

[

3n

Figura 2.11: Exemplo do evento E3;, ;.

Agora veremos que quando ocorre percolagdo a probabilidade de cru-
zar uma caixa [—2#n,2n| x [—n,n| x {0,1} suficientemente grande con-
verge para 1.
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Teorema 2.8. Suponha 6(p) > 0, entdo

lim P,(Eny) = 1.

n—o00

Prova: Como anteriormente vamos encontrar um limite para P,(Ez;/2,,).

Combinando (2.18) e (2.19) obtemos
Py(Eann) 2> {[Pp(Fi)}*Pp(Ens2,n/2) Y2 Pp(Enn)- (2.20)

Logo é suficiente mostrar que ILm P,(F,) = 1. A notagdo utilizada aqui é
n (o)

a mesma do Lema 2.5

Por (2.14), temos que

Pp(Cig) < [1 = Pp(Enu)]?.

Nl—=

(2.21)

Vamos dividir a fita R em duas partes, uma superior e outra inferior:

nn n
Ru_Rm[ 2,2] x [ 2,0} x {0,1},
nn n
RL_RO[ E’E] x [ n, ﬂ x {0,1},
respectivamente.

Considere os eventos Cy g, ={existe um caminho ocupado em Gr que
conecta Ry a Ry} e Cy g, ={existe um caminho ocupado em Ggr que co-
necta Ry a Rp}. Note que {C{ NCip } C {Cip}. Utilizando FKG e
combinando com temos

N|—

PP(Ci,Ru)PP(Ci,RL) S [1 - PP(En,n)] .
Portanto,
1
max{Pp(Ciry), Pp(C1r, )} = 1—[1—Pp(Enn)]*. (2.22)

Suponha que 0 maximo em seja Pp(CyR, ), se este ndo for o caso
substitua o cruzamento ocupado mais baixo que conecta Ry a Ry pelo mais
alto de R; para Ry;.

O evento Cy g, € a unido disjunta sobre todas as fitas mais baixas U em
Gr que conectam R a Ry. Ou seja,

Pp(Cir,) = Y Pp(Dru)
u
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Dependendo de R e U vamos escolher um sitio deterministico v a uma
distancia2 de Re U . Sejam Ann],, veoy Ay, cOm {k = % In nJ anéis centrados
em v, com Aup; = B(v;2j+1) \ B(v;2j — 1), sendo B(v;m) = [—m, m]? x
{0,1} a caixa transladada e centrada em v.

Seja Gg,u a regido em S; acima de U e a direita de RU R. Defina o
evento Hjr y ={existe um caminho ocupado em Ay;; N Gr,u que contém
os sitios (x1,¥1,0), (x1,¥1,1) adjacentes a R e (x2,12,0), (x2,y2,1) adjacen-
tes a U}.

Fato: Existe ¢ > 0 tal que para todo j, n e escolhas de R e U temos
Pp(Hjru) = c (2.23)

Prova do Fato: Qualquer caminho em Ay, N Gru que contém um sitio
adjacente a R e um sitio adjacente a U sera chamado de um cruzamento
quarto de circulo.

Tal como no caso de um cruzamento mais a esquerda em uma caixa,
podemos definir a fita mais interna associada a um cruzamento quarto de
circulo..

Considere o evento Ig iy ={W é a fita mais interna em A,m]. N GR,LI}-
Note que para Wy e W, distintas os eventos I yw, e Iru,w, sdo disjun-
tos. Além disso, o evento I ;; w depende somente do estado dos sitios no
interior de W.

Considere o evento Jr 11w ={todos os sitios da fita associada a um cru-
zamento quarto de circulo estdao ocupados}. Veja que {Jruw} C {Hjru}-
Logo,

Py(Hjru) = Py (UIR,u,wﬂ]R,u,w>

W

= Y Py(IruwNTruw) = Y Po(Iruw)Pp(NIruw)
W W

> p*Y Pp(Iruw) > p°Py(Cj) > 0.
W

Onde C; ={existe um circuito ocupado centrado em v no anel Ann].}.
[ |

Voltando ao teorema, note que para qualquer j, {Dr NDruyNHjru} C
{F,}. Logo,
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Py(F.) > Py(DrNDruNHjru)

= D, (U UDrNDrun HjR,u>

R U
= Y)Y Py(DrN DgruNHjru)
R U

= Y.Y Ppy(DrN Dru)Py(U;Hjr u)
R U

> [1—(1—c)iln"]gpp(DR,u);pp(DR) (por (2.23))

= [1—(1—)i"™"Pp(Cir,) Y Py(Dg)
R

1 1
1= (1= )31 = [1 = Pp(Eum)|*} Py (Enjansa)  (224)
— 1 quando n — co.

Vv

Agora estamos aptos a provar o Teorema[2.3]

Prova do Teoremal2.3]: Suponha que li_r>n Py(En,n) = 1. Portanto em (2.24
n—oo

temos que lim P,(F,) = 1. Consequentemente em (2.20) temos que
nh_r)rolo Py(Eznn) = 1. Logo existe € > 0 tal que Py(Ez, ) = 1 —€ > 49/50.
Pela Proposi¢ao[2.2temos que 6(p) > 0.

2.5 Continuidade da Probabilidade de Percola-
¢do na Fase Critica

Considerando percolacdo de sitios (primeiros vizinhos) independentes
em Z?, para algumas dimensdes ¢ uma questio em aberto mostrar que
6(p) é continua em p.. Nao é dificil mostrar que 6 é continua a direita no
intervalo [0, 1]. Assim,

6(pc) = lim 6(p).
plpe

Por outro lado 8(p) = 0 para p < p., portanto 6 é continua em p. se,
e somente se, 0(p.) = 0. Neste caso, quase certamente, os aglomerados

39



ocupados sdo finitos. Acredita-se que 6(p.) = 0, tal resultado é conhecido
parad =2ed > 11.

Antes do principal resultado desta se¢do, continuidade da fungédo 6(p)
em (p., 1], provaremos duas proposi¢des sobre fun¢des semicontinuas.

Defini¢do 2.12. Seja X C R. Uma fungdo f : X — R diz-se semicontinua
superiormente (semicontinua inferiormente) no ponto xop € X quando,
V e >0dado,3 6 > 0talque,sex € Xe|x—xo| <= f(x) < f(xo) +€

(f(x) > f(x0) —€).

Observe que de acordo com a definicdo acima f é continua se, e so-
mente se, for semicontinua superior e inferiormente.

Proposicao 2.9. Considere a fungio real f : X C R — R. Se existe uma
sequéncia mondtona nio crescente de fungoes continuas ¢, : X — R, n € IN, tal
que f(x) = 1i_r>n ¢n(x), ¥V x € X. Entdo f é semicontinua superiormente.

n—oo

Prova: Seja x € X. Dado ¢ > 0, tome N € N tal que
If(x) — ¢n(x)| < €/2. Como ¢n é continua, existe 6 > 0 tal que
lon(x) — on(x0)| < €/2, ¥V xp € (x —6,x+ ) N X. Temos que

oN(x0) — on(x) < e—e€/2 < f(x) — pn(x) +e

Como f(x9) < ¢n(x0), segue que f(x9) < f(x)+ €, sempre que
|x — xo| < 6. Logo, f é semicontinua superiormente.
[

Proposicdo 2.10. Seja f : X C R — IR monétona nio decrescente e semiconti-
nua superiormente. Entdo f é continua a direita em X.

Prova: Como f é semicontinua superiormente, V x € X, 3 > 0 tal que
f(xo) < f(x)+e€ Vg€ [x,x+)NX.

Por outro lado f é mondtona ndo decrescente, entdo f(xg) — f(x) > 0.
Assim, 0 < f(xp) — f(x) <€, Vxp € [x,x+J)NX. Logo f é continua a
direita.

[
Teorema 2.11. A fungio 0(p) é continua no intervalo (p, 1].
Vamos provar o teorema acima com o auxilio de dois lemas.

Lema 2.12. 0(p) é continua a direita no intervalo [0, 1].
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Prova: Considere os eventos A = {0 «» o}, A, = {0 +> 9B, } e a caixa
B, = [-n,n)?> x {0,1},n € N.

Temos que A1 C Ap,assim A= () Aye lim A, = ) Ay = A
n=1 =00 n=1
Observe que

6(p) = lim Py(0 < 3By).

Note que P,(0 <+ 0B;) é continua em p, pois o evento {0 <+ 9B} de-
pende somente de uma quantidade finita de sitios em B,. Além disso,
{0 <> 9B,41} C {0 <> 0B,}, V n € IN. Assim, 6 é o limite de fungdes
continuas decrescentes. Logo, pelas Proposi¢oes 2.9 e temos que 0 é
continua a direita.

|
Lema 2.13. 0(p) é continua a esquerda no intervalo (pc, 1.

Prova: Seja (X, : v € Z? x {0,1}) uma colecdo de variaveis aleatorias iid
com distribui¢do uniforme [0, 1].
Para p € [0,1], definimos:

|1, se Xy <p,
Wp(v)_{O, se Xy > p.

Dizemos que um sitio v é p-ocupado se 77,(v) = 1 e p-vazio caso con-
trario.

Seja C, o aglomerado p-ocupado contendo a origem, note que
Cr CCpy Vmr<p.

Devemos mostrar que

limf(7r) = im Py(|Cr| = 00) = Py(|Cr| = o0, paraalgum 7 < p),
tp ity
uma vez que o evento {|Cy| = co} é crescente em 7.
Por outro lado temos que

0(p) = Pu(|Cy| =00,|Cr| <00 Vmr <p)
+ Py(|Cp| = ,|Cr| = oo paraalgum m < p).

Supondo que
Py(|Cp| = 0, |Cr| <00 VT < p) =0, (2.25)
temos
G(P) = Pp(|cp| = °°,|Cn| = 00 para algumn < p)
P,(|Cr| = oo paraalgum 7 < p)
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Portanto temos que provar (2.25).

Seja p > p.esuponha que |Cp| = c0. Se p. < & < p, existe (quase certa-
mente) um aglomerado a-ocupado I,. Além disso I, é um subgrafo de Cp,
caso contrdrio existiria pelo menos dois aglomerados infinitos p-ocupados.
Segue que existe um caminho 7y p-ocupado conectando a origem hé algum
sitio de I,.

Tal caminho <y é finito e cada sitio v € 7 satistaz X, < p, portanto
p=max{X, : v € v} satisfaz y < p.

Se 7t satisfaz T > a e u < 7 < p, entdo existe um caminho 7T-ocupado
conectando a origem a algum sitio em I, de modo que |Cr| = oo.

[

2.6 Cruzamento Mais a Esquerda

Na Secao 2.4 utilizamos a no¢ao de cruzamento mais a esquerda. Nesta
secdo vamos mostrar como podemos construir tal cruzamento.

Vamos comegar com uma importante consequéncia da Propriedade
Fundamental.

Seja B, a caixa [0, 1] x [0,n] x {0,1}.

Lema 2.14. Se existe um cruzamento ocupado no sentido superior-inferior em
By, ( em uma configuragio w), entdo existe um cruzamento ocupado no sentido
superior-inferior fortemente autoevitante em B,.

Prova: Seja v = (v, ..., ;) qualquer cruzamento ocupado no sentido su-
perior-inferior em Bj,.

Vamos usar o seguinte argumento para remover os “loops”. Se existe
um par de sitios v;,v; € v com i < jmas v; = v; retiramos os sitios
vj, ..., Vj—1 pertencentes a . Em vez disso, se existe um par de sitios v;, v; €
ycomi < j—1,7(v;) = 7(v;) e v; # vj, removemos 0s sitios Vi1, ..., Vj_1
pertencentes a 7.

Com este procedimento produzimos uma nova sequéncia de sitios ;.
Repita 0 mesmo procedimento para <1, obtendo assim uma nova sequén-
cia de sitios y2. Continue o processo até que ndo haja “loop”.

Note que este processo resulta em uma sequéncia 9/, que é um cruza-
mento ocupado no sentido superior-inferior fortemente autoevitante em
B,. Primeiramente é um caminho porque s6 retiramos sitios vy, ..., v; tais
que vk_1 e U141 sdo vizinhos ocupados em 72 x {0,1}. De fato, no primeiro
caso em que existe v; = vjei < j, sei > 2 entdo v; 1 € um vizinho de v;.
No segundo caso v; e v; tém a mesma projegdo e pela PF estdo conectados.
Como o primeiro e o Gltimo sitios ndo sdo removidos em nenhum passo,
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7' toca o lado superior e inferior de B,,. Portanto, por construgdo, 7' é um
cruzamento ocupado no sentido superior-inferior fortemente autoevitante
em B,,.

n

Seja v = (00, +ey Uk) qualquer cruzamento no sentido superior-inferior
fortemente autoevitante em B,. Note que 77(y) ndo necessariamente é um
caminho em 77(By,), pois pode acontecer que 7(v;) = 7t(v;41) para algum
i. Porém, ap6s a retirada dos sitios duplicados obtemos um novo caminho
7t(y) = 4 que é autoevitante em 71(B,). Além disso, este caminho é um
cruzamento no sentido superior-inferior em 7t(By), pois somente os sitios
inicial e final estdo na parte superior e inferior de n(Bn), respectivamente.

Considere o conjunto, A= {¥ : existe um cruzamento 7y no sentido
superior-inferior fortemente autoevitante em B, com 7(y) = § e ¥ é um
cruzamento no sentido superior-inferior autoevitante em 77(B;,) }.

Para qualquer 4 € A, vamos associar o caminho em IR? obtido quando
se conecta sitios consecutivos por segmentos de reta. Seja (Y0, s Ym) OS
sitios do caminho. A partir de yy trace um segmento de reta, de com-
primento 1/2, perpendicular a reta y = n + 1/2. A partir do ponto de
intersecdo da reta com o segmento crie o segmento de reta que vai até o
ponto (—1/2,n+1/2). Similarmente faga 0 memso para y,, comaretay =
—1/2 e o ponto (—1/2,—1/2). Finalmente una os pontos (—1/2,—-1/2)
e (—1/2,n+1/2). Com este procedimento criamos uma curva de Jordan
(ver Figura . Pelo Teorema da curva de Jordan (ver ), o conjunto
IR? \ C5 é composto por duas componentes conexas, uma limitada e a ou-
tra ilimitada. Seja Ly a componente limitada (regido estritamente contida
dentro da curva Cy) .

Agora vamos definir o evento cruzamento mais a esquerda.

Definicdo 2.13. Dado qualquer caminho ¥ € A, seja D5 o evento em que :

1. Existe um cruzamento ocupado no sentido superior-inferior forte-
mente autoevitante v € B, tal que 77(y) = 7;

2. Nao existe um cruzamento ocupado no sentido superior-inferior for-
temente autoevitante A € B, tal que a regido Lj esta estritamente
contida em Ly.

Satisfeitas as condi¢des acima, temos o cruzamento ocupado mais a
esquerda.

Proposicdo 2.15. As sequintes afirmagoes sio verdadeiras
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Figura 2.12: Curva de Jordan.

1. Oevento E, = {existe um cruzamento ocupado no sentido superior-inferior

em By} é a unido disjunta |J Dj.
FEA

2. Sejay € A, o evento Dy depende somente do estado dos sitios na regido
X(¥)={v:veqtU{v:vely}

Prova: A segunda afirmagdo é imediata e segue diretamente da defini¢do
de D«y.

Para a primeira parte vamos mostrar que se 7, AeEA (¥ # 7\), entao
os eventos D5 e Dy ndo ocorrem simultaneamente.

Por absurdo suponha que D5 e D5 ocorram simultaneamente. Como
4 — C4 é injetiva e § # A, temos que C5 # Cj.

Note que ambas as curvas contém a fronteira {—1} x [—3,1 + 3]. Co-
megamos no ponto (—3, —+) prosseguindo no sentido horario. Continue
o movimento até encontrar o primeiro ponto onde as curvas se separam.
Neste ponto temos duas maneiras de se locomover, uma em Cy e outra em
Cs.

No evento Dy N D5 existe um ponto g € C; N Ly. Este ponto possui
uma componente C; em C; N Ly, que € um segmento em C;. Considere
o conjunto, B= {a : @ é um cruzamento no sentido superior-inferior forte-
mente autoevitante em B,,}.
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Dependendo da posigdo geométrica das curvas Cj5 e C5, vamos mostrar
como produzir um caminho ocupado a € B tal que, L; estd estritamente
contida em Lj, contrariando a ocorréncia do evento Dj.

Sejam z; e z 0s pontos extremos de C; e vamos atravessar C; no sen-
tido horario. Construiremos o cruzamento « dependendo da posig¢do dos
zZs.

Considere os cruzamentos ocupados y, A € B. Primeiro vamos assumir
que z1,zp € 11(By) (ver Figura ). Entdo o segmento C, (em negrito na
Figura[2.13p), é a projecao de algum segmento 7, de y em By, e z, 23 sdo
as projegdes dos sitios 71,2, € 7.

n+1/2 n+1/2 n+1/2 7

G

m m ' m /"' ‘m
-1/2 y -1/2 n , 12
/ 5 1 / 3 H 0
Z2

-1/2 (a) -1/2 (b) -1/2 ()

Figura 2.13: Possiveis localizagdes dos z's.

Note que existem wy, w, € A com projecdes iguais a z1, z, respectiva-
mente. Construimos « seguindo A a partir do topo de B, até w1, movendo
para 73 se Z] # wy, caso contrdrio permaneca em w. Em seguida retorna-
mos para A em w; se Z; # wp, seguindo até a parte inferior de B,. Como
A é fortemente autoevitante, z; # zp, &« também é fortemente autoevitante.
Além disso, 7t(«) = & segue A, desviando somente em L5 e a regido Lz
estd estritamente contida em L3, chegando em uma contradicao.

Suponha que z1 ¢ 71(B,) e zo € 7(B,) (Figura 2.13p), construimos «
iniciando no primeiro sitio de -, passando pelo segmento 7, (em negrito
na Figura [2.13b) até chegar em 7, e depois voltamos para A.

Finalmente se z1, 25 ¢ 71(B,) (Figura[2.13k) basta tomar a = 7.

Assim, em qualquer um dos casos encontramos um cruzamento ocu-
pado « € B tal que a regido Ly estd estritamente contida em L3, chegando
em uma contradicdo.

Em seguida vamos mostrar que se o evento E,, ocorre, entdo D5 deve
ocorrer para algum y € A.

Note que o procedimento descrito acima pode ser utilizado para cons-
truirmos um cruzamento ocupado « € B tal que L estd estritamente con-
tida em Ly, sempre que oy € B é ocupado e existe um caminho ocupado

45



A € Bcom A interceptando Ly. Além disso, a regido Lz tem uma area
menor ou igual a area Ly menos 1. Assim quando E, ocorrer podemos
comecar com qualquer cruzamento ocupado em B e aplicar este procedi-
mento, um numero finito de vezes, até que tenhamos um cruzamento 7y
de tal forma que ndo hd nenhum caminho ocupado « € B, com Lj; estrita-

mente contida em L4. Para este cruzamento o evento Dy ocorre.
]

Vamos ver a proposicdo anterior em termos de fitas.

Definic¢ao 2.14. Seja vy um cruzamento ocupado no sentido superior-inferi-
or em B,;, definimos o evento Dy 7={R7 é a fita ocupada mais a esquerda
em B,}.

A fita mais a esquerda estd associada ao caminho mais a esquerda (ver
Defini¢ao[2.13). Seja L, a regido estritamente a esquerda de R,.

Proposicao 2.16. As sequintes afirmagdes sio verdadeiras

1. Oevento E, = {existe um cruzamento ocupado no sentido superior-inferior

em By} é a unido disjunta |J DRg, sobre todas as fitas R de cruzamentos
REB,

superiores-inferiores autoevitantes em By,.

2. Parauma fita R, o evento Dy depende somente do estado dos sitios na regido
RU LR, em que Ly é a regido estritamente a esquerda de R.

Prova: A segunda afirmagao segue diretamente da defini¢do de Dg.

Observe que caminhos com fitas distintas devem ter proje¢des distin-
tas. Pela Proposicdo vimos que dados cruzamentos ocupados y, A € B
os eventos Dy e D ndo podem ocorrer simultaneamente. Caso ocorram, é
possivel encontrar um caminho aberto x € B com Lz estritamente contida
em Ly. Assim a regido L, também esta estritamente contida em Lg,. Ou
seja, Dg,, e Dg, ndo podem ocorrer simultaneamente.

Agora basta mostrar que se o evento E, ocorre, entdo Dr ocorre para
algum cruzamento y € B. Novamente pela Proposigdo vimos como
produzir um cruzamento aberto & € B mais a esquerda. Para este mesmo

cruzamento o evento D ocorre.
n
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