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Resumo

Estudaremos o processo de percolagao de palavras, originalmente proposto por
Kesten e Benjamini no artigo Percolation of Arbitrary Words [1]. Apresentamos alguns
exemplos do artigo de Kesten e, seguindo [10], examinamos a questao de se é ou nao
possivel enxergar todas as palavras em Z¢ (d > 3). Respondemos a questdo afirmativa-
mente no caso em que p € (p.(d),1 — p.(d)) onde p.(d) é o ponto critico do processo de

percolacao de sitios em Z.

Palavras-chave: probabilidade; percolacao; percolacao de palavras.



Abstract

We will study the problem of percolation of words, originally proposed by Kesten
and Benjamini in the paper Percolation of Arbitrary Words [1]. We present some examples
from Kesten’s paper and, following [10], we examine the question of whether it is possible
to see all words in Z¢ (d > 3). We answer this question affirmatively in the case where
p € (p(d),1 — p.(d)), where p.(d) is the critical point for the site percolation process in
ZA,

Keywords: probability; percolation; percolation of words.
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Capitulo 1

Introducao

O modelo de percolagao foi proposto por Broadbent e Hammersley em [2] para
descrever o comportamento de um fluido ao se deslocar por um meio permeavel. Um
exemplo concreto é o de moléculas de gas entrando em contato com um sélido poroso,
cujos poros podem ou nao ser suficientemente grandes para permitir sua passagem. O
problema fundamental consiste em determinar sob quais condigoes o gas pode penetrar e
se difundir no interior do sélido.

Matematicamente, o processo de percolagao pode ser entendido como um modelo de
grafos aleatérios. Podemos pensar numa malha quadriculada onde os vértices representam
0s poros e os elos representam os caminhos entre os poros. Cada vértice é declarado aberto
com uma certa probabilidade p, de forma independente dos demais. Um elo é dito aberto
se seus dois vértices estao abertos. Os vértices que estao conectados a origem por um
caminho de elos abertos formam o que chamamos de aglomerado da origem. Dizemos
que a origem percola no evento em que seu aglomerado possui infinitos vértices, o que,
fisicamente, corresponde ao evento em que o gas é absorvido no interior do sélido.

Cada vértice aberto é rotulado com o nimero 1, enquanto os vértices fechados sao
rotulados com o ntmero 0. O evento em que a origem percola coincide com o evento
em que existe um caminho infinito de vértices comecando na origem em que a sequéncia
(1,1,...) pode ser lida.

A construcao rigorosa do modelo de percolacao é feita no capitulo 2, onde também
mencionamos alguns resultados importantes da teoria de percolacdo no grafo Z?. Parti-
cularmente importante é o fendmeno da transicao de fase, que garante a existéncia de um
valor critico p. € (0,1) tal que, se p > p. a origem percola com probabilidade positiva e
se p < p. a origem nao percola.

O objetivo desta dissertacao é discutir uma generalizacao do modelo de percolagao,
originalmente proposta por Kesten e Benjamini [1]. Trabalhos anteriores que generalizam
o problema de percolagao incluem Mai e Halley [3], que estudam a percolagao de sequéncias
alternadas de zeros e uns no contexto de um problema fisico, e Wierman e Appel [4], que
demonstram a percolacao dessas sequéncias em uma malha triangular. No modelo cléssico
de percolagdo, nosso objeto de estudo sdo os caminhos de vértices abertos (com estado

1). Aqui, mudamos de ponto de vista. Dada uma sequéncia & = (&, &;,...) € {0,1}, nos
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perguntamos se é possivel enxergar um caminho (vg, vy, ...) em que se 1é a palavra &, ou
seja, tal que w(v;) = & para todo i € N. Onde w(v;) denota o estado do vértice v; numa
certa realizacao w do processo de percolagao. Se todas as palavras podem ser lidas com
probabilidade 1, dizemos que todas as palavras sao vistas.

No conjunto de palavras {0, 1} podemos considerar a medida produto definida
por p = @,cx ti, onde 1;({0}) = p;({1}) = 3. Dizemos que quase todas as palavras
sao vistas se o conjunto de palavras vistas tem medida p igual a 1 com probabilidade 1.
Veremos que as nocoes de ver todas as palavras e ver quase todas as palavras nao sao
equivalente.

Também veremos que max{P(1 seja visto no grafo), P(0 seja visto no grafo)} <
P(£ seja visto no grafo) para todo £ € =. Onde 0 = (0,0,...,) e 1 = (1,1,...,). Esse
resultado nos permite comparar a percolacao de palavras arbitrarias com a percolagao de
zeros e uns. O que é vantajoso, ja que as probabilidades de que 0 e 1 sejam vistas no grafo
sao monotonas em p. Particularmente, estabeleceremos que se as palavras 1 e 0 sao vistas
com probabilidade positiva, entao quase todas as palavras sao vistas. Também veremos
que a reciproca dessa afirmagao é verdadeira.

Em seu artigo seminal, Kesten e Benjamini provam que no grafo Z¢, se d > 10 e
p € (pe, 1 — pe), todas as sequéncias binarias podem ser lidas. Os autores conjecturam
que o mesmo vale para d > 3, conjectura provada por Nolin, Tassion e Teixeira em [10],
que examinamos no capitulo 3.

De fato, Nolin, Tassion e Teixeira obtém um resultado mais forte: estabelecem que

existe um | = I(d, p) tal que, quase certamente, todas as palavras sdo vistas a partir da
laje Z2 x [0,1]“2.



11

Capitulo 2

Definicoes e primeiros resultados

2.1 Espaco de probabilidade associado ao modelo de

percolacao

Seja G = (V,E) um grafo simples com uma quantidade enumeravel de vértices. Se
x,y sdo vértices adjacentes de G, denotamos o elo que os conecta por (z,y). Podemos
pensar no modelo de percolacao em sitios como uma forma de gerar subgrafos aleatorios
de G. O procedimento é o seguinte: independentemente, classificamos cada um dos
vértices de V' como aberto ou fechado com respectivas probabilidades p e 1 — p (claro
que 0 < p < 1). Apéds a classificacio dos vértices do grafo, definimos o conjunto de
elos preservados como E, = {(z,y) € E : x e y est@o abertos.}. O subgrafo resultante
G. = (V,E,) é a realizagao do processo de percolagao. Se um vértice for declarado aberto
o rotulamos com o ntmero 1, se for declarado fechado o rotulamos com o nimero 0.

Prosseguimos para uma construcao formal do modelo. Seja Q = {0,1}". Para cada
v € V consideramos o espaco de probabilidade ({0,1},P({0,1}), ), onde P({0,1}) =
{0,{1},{2},{1,2}} e P} é uma medida em {0,1} tal que Py({1}) = p.

No espago produto = {0,1}" podemos considerar a o-dlgebra F = ), o, P({0,1})
e a medida P, = @, Fy. O espaco resultante é (€2, F, P,).

Dada uma configuracdo w € 2, denotamos por X,(w) a proje¢ao de w em v (ou
seja, o estado do vértice v na configuracdo w). No espaco (2, F, P,), X, possui distri-
bui¢ao Bernoulli(p) para todo v € V' e {X, },ey forma uma familia de varidveis aleatérias
independentes.

Sejam u,v € V, se (u,v) € E escrevemos u ~ v. Nesse contexto, chamamos de
caminho em V' a uma sequéncia de vértices distintos (v, vg,...) com v; ~ v;1. Se existe
um caminho possuindo dois vértices u e v dizemos que eles estao conectados, relagao que
representamos pela notacao u <— v.

Sejav € V. Chamamos de aglomerado de v na configuracao w ao conjunto C,(v) =
{u : u +— v na configuragdo w}. Denotamos por C'(v) : Q@ — P(V) a fungao que leva w

em C,(v), em palavras, C(v) é o aglomerado aleatério do vértice v.
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Dizemos que um vértice v percola numa configuragao w se |C,(v)| = co. E natural
nos perguntarmos qual ¢ a probabilidade de um dado vértice percolar. Para responder a

isso, consideramos a funcao 6, : [0, 1] — [0, 1] definida por 6,(p) = P,(|C(v)| = o0).
Proposicao 2.1. A fungao 0,(p) € nao decrescente em p.

Demonstracao. Seja {Z(v) : v € V} uma familia de varidveis aleatérias independentes
com distribuigdo uniforme no intervalo [0,1]. Dizemos que um vértice estd p-aberto se
Z(v) < p (o que ocorre de forma independente para cada vértice com probabilidade p).
Isso induz um espaco de probabilidade ([0,1]Y, A,P,), onde P é a medida produto de
uniformes em [0, 1] e A é a o-dlgebra de Borel em [0, 1]V (ver, por exemplo, [12] para uma
demonstracao de que esse espago de medida estd bem definido).

Note que a distribuicao dos vértices p-abertos nesse modelo coincide com a distri-
buigao dos vértices abertos no modelo de percolacio em {0,1}" com parametro p. Isso
nos permite comparar processos de percolagao com parametros diferentes.

Sejam p, p’ € [0,1] com p < p’. Considere que C,(v) e Cpy(v) denotam, respectiva-
mente, o aglomerado de vértices p-abertos e o aglomerado de vértices p’-abertos de v numa
realizacao do processo de percolacao acoplado. Por construcao, todo vértice p-aberto esta
p/-aberto, implicando que C,(v) C Cy(v), logo, 8,(p) = P(|C,(v)| = 00) < P(|Cp(v)| =
00) = 0,(p'). O

Nos concentramos agora no grafo induzido pelo conjunto Z¢ = {(z1,xs,...,24) :
x; € Z,i = 1,2,...,d}. Seja L? = (Z% EY), onde E* = {{(x1,...,24q), (y1,-.-,94)} C
VAR Z?Zl |z; — y;i] = 1}. O grafo L? pode ser visualizado como uma malha quadriculada
infinita, onde os vértices correspondem aos pontos do plano cartesiano com coordenadas
inteiras e os elos conectam pontos adjacentes na horizontal e na vertical. E comum abusar
da notacao e usar Z¢ para denotar o grafo L%

No processo de percolagao de sitios em Z?, a distribuicdo de C(v) é a mesma
para todo vértice v € Z%, portanto, ndo hé prejuizo em usar a origem como vértice de

referéncia. Escrevemos C' = C(0) e 0 = 6,.
Seja pe(d) = sup{p € [0,1] : 6(p) = 0}.

Teorema 2.1. Transicao de fase no modelo de percolagcao em sitios: Para d > 2

existe um numero p.(d) € (0,1) tal que:
i) Se p < p.(d) entao 8(p) = 0.
it) Se p > p.(d) entdo 0(p) > 0.

Uma demonstragao desse resultado classico pode ser encontrada em [5] para o
modelo de percolacao em elos. A mesma demonstracao vale para o modelo de percolagao

em sitios, com as adaptacoes necessarias.
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Ao acrescentar dimensoes, acrescentamos possibilidades de caminho, portanto, é
intuitivo que p.(d) seja nao crescente em d. Isso pode ser provado embutindo Z? em
Z4+1 . A presenca de um aglomerado infinito de vértices em Z? implica na presenca de
um aglomerado infinito de vértices em Z4*1, logo, deve haver p.(d + 1) < p.(d).

Campanino e Russo verificaram em [8] que p.(3) < 1/2, resultado que usaremos

posteriormente.

2.2 Percolacao de palavras

Denotamos por = o conjunto {0, 1} e chamamos de palavra a qualquer elemento &
desse conjunto. Dada uma realizacao do processo de percolacao, dizemos que uma palavra
¢ foi vista se existe um vértice vy e um caminho (vg, vy, ve, . . .) tal que w(v;) = §; para todo
i € N. Na Figura 2.1 ilustramos o evento em que o segmento de palavra (1,0,0,0,1,1,0)

é visto a partir de um vértice v.

Figura 2.1: ITlustracao do modelo de percolacao de palavras.

o0 0 0 06 0
o 0 0 0 0
o0 0 0 ©

e © O e e °
e — S — S =
e © e @O
(=

e

e

@

Fonte: Elaborado pelo autor.

Frequentemente, estudaremos eventos que dependem de segmentos finitos de pa-
lavras. Por isso, introduzimos as seguintes notacoes. Dado [ € N, definimos =; := {0, 1}%.
Dados £ € = e i,j inteiros com i < j, definimos ;5 = (&,...,&) € E(j—ij41. Por
conveniencia, denotamos o j por &;.

Dados v,v" € Z e £ € Z, escrevemos v & quando existem um n € N e um

caminho (v = vy, v1,v9,...,0,1 = V') tal que w(v;) = & para todoi = 0,1,...,n — 1.
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Quando uma palavra £ ¢é vista a partir de um vértice v escrevemos v S .

Apresentamos outra nocao de conexidade que também serd tutil. Dado & € =,
escrevemos v ——s o/ quando existe um caminho (v = vy, vy,...,v_1 = v') tal que w(v;) =
LG rparar=1,...,0—1.

Dados v € V e A C V consideramos os seguintes conjuntos:

Sw) ={£ €= v o0},

Proposicao 2.2. Os sequintes eventos sao mensurdveis.
1. Todas as palavras sao vistas de um vértice v, ou seja, {S(v) = E}.
2. Fizada uma colegao finita A = {vy,vs,..., 0}, {Sa = Z} € mensurdvel.
3. Todas as palavras sao vistas no grafo, ou seja, {So = Z}.

Demonstragao. Lembremos que, por definicao, a o-dlgebra F é gerada por eventos da
forma {w : X,(w) € A,} com v variando em V e A, € P({0,1}). Isso nos diz que eventos
que dependem apenas de uma quantidade finita de vértices sao F-mensuraveis, ja que

podem ser representados como uniao ou intersegao finita de eventos do tipo {w : X,(w) €
A}

1. Fixado um vértice v, dados n € Nen = (no,m1,...,Mn—1) € Z,, considere

Bn(n) =

{w € O : existe um caminho (v, v, vy, ..., U, 1)

com w(v;) =n; paratodo 0 <i<n—1}
O evento B,(n) depende apenas de uma quantidade finita de vértices, portanto, é
JF-mensuravel.

Notando que

(1]

{s()==}=)

concluimos que {S(v) = =} é mensuravel.

Bn(n),

[1]

2. Seja

Bn(n) ={w € Q : para algum j = 1,2,... k , existe um caminho

(wj, vo, V1, ..., Vp—1) com w(v;) =m; para todo 1 < i <mn — 1.},
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note que o evento em questao depende de uma quantidade finita de vértices, por-

tanto, o mesmo argumento do item anterior prova a validade da afirmacao.

3. No conjunto = consideramos a métrica
oo
€k — &}
d&¢) =) o
k=1

E possivel provar o espa¢o métrico (=,d) é um espago completo, e portanto um
espaco de Baire. Sendo um espaco de Baire, sabemos que se = pode ser representado
como uma uniao contavel de conjuntos, entao um deles possui fecho com interior nao
vazio em =. Apresentamos um pequeno anexo no final da dissertagao (ver Anexo
A.2) com uma revisdo de topologia suficientemente abrangente para justificar os

passos anteriores.

Fixada uma configuracao w, é possivel verificar que S(v) é um conjunto fechado em
=!. Se houver S,, = =, pelos comentérios anteriores, existe algum vértice v tal que

S(v) contém uma bola aberta de Z. Ou seja,

S(w) 2 Cu(n) =A{E = &y = n}-

Portanto,

(S =2=UJ U U {Catn) c S)}.

veZd neNnes,
concluimos que Sy, = = é mensuravel pois {C,(n) C S(v)} é mensuravel para todos
neEN,ne=, eveZl

]

Esté implicito na demonstragao do item iii) que todas as palavras sdo vistas para
um conjunto finito de vértices. Ou seja, se todas as palavras sao vistas, existem vy, ..., v

tais que Sgy, .0 = E.

2.3 Percolacao da palavra aleatéria

Seja 4 a medida de probabilidade em = definida por p := ), i, onde 11;({0}) =

1:({1}) = 3. Em vez de considerarmos o evento em que todas as palavras sdo vistas,

15 possivel verificar isso por um argumento do tipo Lema de Konig, como o apresentado na prova do
Teorema 3.1 usando a Proposicao 3.1
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podemos estudar o evento em que o conjunto de palavras vistas é grande em um sen-
tido probabilistico. A seguir, apresentamos sem demonstragao alguns resultados sobre a
percolacao de palavras do artigo de Kesten e Benjamini [1].

Dado € € =, definimos

p(&) := P(Jv € V : £ é vista de v).

O evento {Jv € V : £ é vista de v} é invariante por translagdo. Como a translagao é
uma transformagao ergddica, vale uma lei 0-1 (para nogoes de teoria ergddica, ver, por

exemplo, o capitulo 5 de [12]), isto é,

p(&) =0ou 1.

Também é possivel provar que p(§) é uma variavel aleatéria caudal (independe
de qualquer quantidade finita de vértices) para o grafo Z¢, portanto, quase certamente

constante pela lei 0-1 de Kolmogorov (capitulo 4 de [12]),

p({E - p(§) = 1}) € {0, 1}

Seja
A= {({,w) : £ é visto para algum v na configura¢do w.}.

E possivel verificar que A é mensurdvel com respeito a C(Q) x C(Z), portanto, podemos

aplicar o Teorema de Fubini e estabelecer que:

u({€ ple) =1}) = / / 1udPdy

QJ=

= | w(Sw(w))dP = P
/Q H(Sne()) / o
= P(u(S) = 1).

Observacao. Utilizamos que p(Sx(w)) € {0,1} para quase todo w € Q, ja que u({¢ :
p(§) =1}) € {0,1}.

n{€: p(&) = 1}) = P(u(S) = 1).
Dizemos que a palavra aleatéria percola se P(1(Sx) = 1) = 1. No que segue, quando nao
houver risco de ambiguidade, denotaremos por 1 a sequéncia em = com todos os termos
iguais a 1.
O lema a seguir estabelece uma cota inferior para a probabilidade de vermos uma

palavra £ em termos da probabilidade de vermos a palavra 1. O resultado é intuitivo pois,
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para p < %, qualquer segmento de palavra que contenha tanto zeros quanto uns aparece
com maior probabilidade do que o segmento de mesmo tamanho que possui apenas uns.
A primeira versao desse resultado foi provada por Wierman [14] no contexto de percolagao

da sequéncia alternada de zeros e uns.

Proposicao 2.3. (Lema de Wierman, formula¢ao apresentada em [10]) Seja d > 3 e
p € (pe(d), %] Considere o processo de percolacdo de sitios em Z* com pardametro p.
Sejam A C Z¢, S C A e uma familia de palavras (5(”))ves € =5,

a) Para todo v' € A,

@
P, <EIUES:U€-> v’ dentro deA) > P, (ElvES:vwl»v’ dentro deA).

b) Seja & € =. E verdadeiro que
p(&) > p(1). (2.1)

Demonstracao. A ideia é a seguinte, atribuimos dois rétulos a cada vértice de Z¢, que
correspondem a dois processos de percolagao que ocorrem simultaneamente. Construimos
e 1 . , .
nosso espaco de probabilidade de forma que se x ~» y no primeiro rétulo, entao, necessa-
. £@) /
riamente, x > y no segundo rétulo.

Formalmente, consideramos o espago mensurével (({O, 1} x {0, 1})Zd ,C’), onde C'
é a sigma-élgebra gerada pelos cilindros de ({0,1} x {0, 1})Zd. Dado v € Z%, denotamos
por (X,(1), X,(2)) a projegao de uma configuragdo w no vértice v .

Em nosso auxilio, consideramos uma sequéncia {Z(v)},cze de varidveis aleatérias
i.i.d com distribuigao uniforme no intervalo [0, 1].

Fixada uma ordenacao qualquer para os vértices de A tomamos
Fy = (Ao, Bo) = (S,0).
Dado v € S, definimos

(1,&"), se Z(v) <p
(Xu(1),X0(2) =2 (0,1), se Zw) >1—pe &’ =0

(0,0), em outros casos.

Note que a distribui¢ao de X,(1) e de X,(2) é Bernoulli com parametro p.
Seja v’ o primeiro vértice em A, conforme a ordenagao fixada, ndao explorado e
vizinho de algum v € Ay tal que X, (1) = 1 (ou seja, o primeiro rétulo de v estd aberto).

Tomamos:

Fi = (AgU{v'}, By U {{v,0")}).
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Se tal v' nao existir, tomamos F; = Fy. Além disso,

(1,£1v)), se Z(v') <p
(wW(©)(1),w(®)(2)) = £ (0,1), se Z(v)) >1—pe & =0

(0,0), em outros casos.

Por indugao, supomos F,, = (A,, B,) bem definido para algum n € N. Novamente,
seja v’ € A o primeiro vértice nao explorado tal que existe u € A, com u ~ v" e X, (1) = 1.

Se tal v’ existir, tomamos

Foy = (An U {U/}, B, U {<ua Ul)}) )

caso contrario, definimos F, 1 = F},.
Seja d a distancia entre u e S dentro do subgrafo F,,. Seja v € S tal que fc(lv_)l =

Xu(2), por construgao, podemos garantir que tal v existe. Tomamos:

(1,€), se Z(v') < p
(w@)(1),w(@)(2) = (0,1), se Z(v') >1—pe gc(l”) -0
(0,0), em outros casos.

Encerrado o procedimento de exploragao, classificamos os demais rétulos conforme
o processo de percolagao ordinario, ou seja, dado um vértice v nao explorado, fazemos
Xo(1) = X, (2) = 1se Z(v) < p.

Pela nossa construgao, todo vértice v’ que estd 1-conectado a S em A no primeiro
rétulo, também esta £*) conectado a S em A no segundo rétulo, pelo que estabelecemos
a).

Para estabelecermos b), basta tomarmos, na mesma construcao, A = Z¢, S = {x},
€@ = ¢ e A=U,enA,. Se |A| = oo, entdo x % 00 1O primeiro rétulo, o que implica que

9 ,
x ~» 0o no segundo rétulo, de onde vem

]

Corolario 2.1. Parad > 3, sep € (p.(d),1 — p.(d)) entio a palavra aleatdria percola em
Z°.

1
'3
vale. Se p € (%, 1 — pe(d)), usamos que a distribui¢ao dos vértices fechados nesse regime

Demonstragao. Se p € (p.(d), 5], é direto da parte b) da proposigdo que o corolario

¢ igual a distribuicao dos vértices abertos no modelo de percolagao com parametro 1 — p

(com p.(d) <1 —p < 3). Portanto,
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pelo que concluimos que a palavra aleatéria percola também nesse intervalo.

]

E imediato que se todas as palavras sao vistas a palavra aleatoria percola. Também
verificamos que se 1 e 0 percolam, a palavra aleatéria percola. No exemplo a seguir,

veremos que a reciproca destas afirmacoes é falsa. O exemplo a seguir é uma adaptacao

1

2

e consideramos P = Pi. Denotamos por w(v) € {0,1} o estado de um vértice v numa
2

de um exemplo dado originalmente por Kesten e Benjamini em [1]. Abaixo, fixamos p =

certa realizacao w € {2 do processo de percolacao.

Exemplo 2.1. Um grafo em que quase todas as palavras sao vistas mas a

palavra 1 nao é vista.

Dado ¢ € N, chamamos de G; = (V;, E;) ao grafo completo formado pelos vértices
Vi={vi,... v}

Seja G' o grafo cujos vértices sao V = U2, V; e os elos sao E = U2, E; U E*. Onde
E* = {(U}‘l,vi) :Vie N—{0,1} e j € {1,2,...,3i}}. Podemos visualizar G como uma
sequéncia de grafos completos, crescentes em tamanhos, com grafos adjacentes conectados
por um unico vértice no grafo a direita, que esta ligado a todos os vértices do grafo a
esquerda.

Consideramos um processo de percolagao no grafo GG. Primeiro, vejamos que quase
certamente a palavra 1 nao é vista em G. Por construcao, qualquer caminho com uma
quantidade infinita de vértices em G, passa por vértices do tipo vi para todo 7 maior ou

igual que um certo m € N. Portanto, podemos estabelecer que
{1 é vistoem G} C {Im € N: w(v}) =1Vi > m}.
A probabilidade do evento {Im € N: w(v}) =1 Vi > m} é 0, j& que para todo n € N:
P({3m e N:w(vy) = 1 Vi >m}) < P(NZH{w(v)) = 1}) < (1/2)"".

Tomando o limite em n obtemos o resultado desejado. Vejamos agora que quase todas
as palavras sao vistas numa realizagao tipica do processo de percolacao em G. Primeiro,
caracterizaremos essas realizacoes tipicas.

Seja (g o conjunto de configuracoes w € € tais que, I3m € N tal que Vi > m todos
os segmentos de palavra de tamanho ¢ sao vistos no grafo completo GG; na realizacao w.
Vejamos que P(§) = 1.

Para que todos os segmentos de tamanho ¢ sejam vistos no grafo completo G;, é
suficiente que nos vértices de GG; leiam-se mais que ¢ nimeros 1 e menos que 2:+ 1 nimeros
1. Seja X; o numero de vértices em G; rotulados com o nimero 1. Lembrando que o grafo

G; tem 3¢ vértices. Temos que



2.3. Percolagao da palavra aleatoria 20

. |
P(X; - EZ\ > %) < 2¢7%,

Onde aplicamos a desigualdade de Hoeffding apresentada no Anexo A.1. A expressao
acima ¢ claramente somavel em ¢. Pelo lema de Borel Cantelli, quase certamente existe

um m € N tal que, para todo i > m vale que | X; — %] < % O que nos garante que

P(Q) = 1. (2.2)

Queremos ver que numa realizacao tipica do processo de percolagao em G, isto é,
um w € Q, quase todas as palavras sao vistas. E suficiente verificar que j(Sx(w)) > 0,
ja que pu(Se(w)) € {0,1}, como observamos anteriormente.

Chamamos de Zj ao conjunto de palavras com a seguinte propriedade, £ € =
se existe um m suficientemente grande tal que: nenhuma sequéncia de m uns ou zeros
consecutivos é vista a partir das m primeiras coordenadas de &, nenhuma sequéncia de

m 4+ 1 uns ou zeros consecutivos ¢é vista a partir das m + 1 coordenadas seguintes e assim

. . : , i—1)i i(i+1
por diante. Explicitamente, para todoi € Ne z € [(i — 1)m + %,zm + % —1]o

segmento &[; z4+m+4q NAO POSSUL apenas uns ou zeros.

Observacao Notamos que se £ € Zj, existe um m € N tal que, para todo i € N
nao aparece nenhum segmento com m -+ ¢ uns ou zeros consecutivos nas suas primeiras

im+i(i+1)/2 — 1 coordenadas.

Veremos que todas as palavras do conjunto = sao vistas numa realizacao w € )y

e que (=) = 1. Primeiro, notamos que se & € E§ entdo, para todo m € N existe um

i>meumx € [(i —1)m+ @,im + # — 1] tal que o segmento & ;4 m+q PoOssui

apenas uns ou zeros. Dado m € N, é facil verificar que

Levando m para o infinito concluimos que p(=§) = 0.

A partir desse ponto, fixamos uma realizacao w € €y e uma palavra £ € =.

Tomamos um m grande o suficiente para nossos propésitos. Seja a; = w(v**!) e n; =

max {k < m : & = a;}. Podemos produzir um caminho Wy = (wy,...,w, _;) C G, em
que o segmento §p,,—1) € visto, ja que todos os segmentos de tamanho m sao vistos no
grafo completo G, para uma escolha adequada de m. E inevitdvel que um caminho de

vértices, comecando em qualquer vértice de G,,, passe por v{"*!; portanto, para propagar

o caminho em que se lé a palavra &, devemos garantir que a letra a; ¢é lida dentro do
segmento &[,). Mas isso ¢ verdadeiro, jd que a palavra { nao possui m uns ou zeros
consecutivos nas primeiras m coordenadas. Podemos propagar a & conexao para o grafo

Gm+17 .]é‘ que W(UTH_I) =a = §n1-
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Prosseguimos por indugao para verificar que a palavra £ é vista nessa configuragao.
Dado i € N, tomemos a; = w(v]"*") e n; = max{k € [n;_1,n;_1 + m +1] : & = a;}. Ob-

servamos que n; esta bem definido, ja que nao aparecem m + ¢ zeros ou uns consecu-

tivos num segmento de tamanho m + ¢ nas primeiras im + @ — 1 coordenadas de &
. . i(i+1 ., L. .,

eni_1+m+1i <im+ @ — 1, jd que ny < m. Vamos admitir, como hipotese de

indugao, que somos capazes de produzir um caminho de vértices Wy UWs U ... U W, com

Wi C Gpugr—1 para todo k =1,2,...,4, em que se 1¢ o segmento §[,,—1]. Queremos esten-

der esse caminho para um em que somos capazes de ler o segmento &p,,,, 1. E suficiente
m-+1i

apontar um caminho de vértices W1 C G,,44, comecando de v{"™", em que se 1¢é o seg-

mento &, 1]- Como todos os segmentos de tamanho m + i sao lidos no grafo G,,41,

Vi1 —
isto ¢ possivel. Concluimos que, para todo ¢ € N, o segmento &},,_1 ¢ visto. Podemos
aplicar o Lema de Konig? para concluir que a palavra & é vista.

[]

2Ver Demonstracdo do Teorema 3.1, onde aplicamos o Lema de Konig num problema, similar.
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Capitulo 3

Palavras na rede hipercubica

Nessa secdo, provaremos que, para d > 3 todas as palavras sao vistas em Z< se
p € (pe(d),1 — p.(d)). Se p estd fora deste intervalo critico, é evidente que nem todas as
palavras sao vistas, ja que se p < p.(d) a palavra (1,1,...) nao é vista e se p > 1 — p.(d)
a palavra (0,0,...) ndo é vista.

Kesten e Benjamini estabelecem em [1] que todas as palavras sao vistas para d > 10
no grafo Z? orientado, se p € (pe(d), 1 — p.(d)). Isso implica, em particular, que todas as
palavras sao vistas no grafo Z® para p nesse intervalo. Posteriormente, Kesten, Zhang e
Sidoravicius [6] verificaram que o mesmo vale para o grafo Z,, obtido de Z?* pela adicao
de elos diagonais em cada face do grafo.

Para d = 1, 2 podemos mostrar que nem todas as palavras sao vistas para qualquer
valor de p. Primeiro, vejamos que a palavra aleatdria nao percola em Z. Seja £ € Z e
0 <p<1(ocasoem quep € {0,1} é trivial). Dado um vértice v € Z, a probabilidade
de que exista um caminho (v, vy, ...,v,_1) com w(v;) =& parai=0,1,...,n— 1 é igual
a

2pXico &i(1 — p)nEito &

que é limitada por cima por
max (Zp%, 2(1— p)%>

Que vai para 0 quando n — co. Portanto, concluimos que P,(v & o0) = 0 o que implica
que P,(§ é vistaem Z) <3, B,(v & o0) = 0.

Para o caso d = 2, como p.(2) > %, nao ha nenhum valor de p para o qual (1,1,...)
e (0,0,...) sejam vistas com probabilidade positiva, pelo que se segue que nem todas as
palavras sao vistas. E um problema em aberto determinar se, apesar disso, quase todas
as palavras sdo vistas em Z2.

Seguindo [10], mostraremos que todas as palavras sao vistas em Z¢ quando p €
(pc(d)v 1- pc(d)) ed 2 3.

Teorema 3.1. Seja d um nimero natural maior ou igual a 3 e p € (pe(d), 1 — p.(d)).

a) Vale que P,({Sew = Z}) = 1. Além disso, existe um | = I(d,p) tal que, quase

certamente, todas as palavras sao vistas a partir da laje Z* x [0, l]d_Q.



3.1. Renormalizacao 23

b) Seja B, = [-m, m]d. Ezistem k,h € N e ¢ = ¢o(d, p), tais que para todo m > h,
P({Sp,, =5} = 1—e "
Para provar o Teorema 3.1, argumentaremos que os caminhos nos quais um seg-

mento da palavra £ é observado se propagam com alta probabilidade. Fazemos isso a

partir de um procedimento de renormalizacao.

3.1 Renormalizacao

3.1.1 Contexto Microscépico

Seja k > 1 inteiro. Consideramos os seguintes subconjuntos de Z%:
Sy =72 x (0, hk] x (=k,k]*™3 h > 2,
A, = [—kn, kn]* x (0, hk] x (—k,k]*3,n > 1,
Os, N\, :={x € A, : x ~ y para algum y € S,\A, }.

Note que S, é uma laje que contém a caixa finita A,,. Consideramos também a
fronteira de A, dentro de Sj;, que denotamos por s, A,. Denotamos por P; a medida
em S, correspondente ao processo de percolacao de sitios com parametro p. Os conjuntos
descritos estao ilustrados na Figura 3.1.

Tomamos

C:=C(K) = ||~k k% = (2k + 1)~

Sejam n,n’ € N;¢ € E,T C 0s,A, et : T — [0,Cn]. Dizemos que o par (7,t)
&-propaga para (17,t'), onde 7" C 05, A}, e t' : T — [0,Cn’] se, para todo y € T", existe

um z € T tal que x 5%] y a partir de um caminho de vértices contido em A/,. Denotamos
esse evento por T' S , deixando implicita a dependéncia que o evento tem das fungoes
tet.

Intuitivamente, podemos pensar em T’ & T’ como o evento em que os caminhos
em que um segmento da palavra £ é visto se estendem de Os, A, a 0s, A],. As funcoes ¢ e
t' retém a informacao de onde nos encontramos na leitura da palavra. A exigéncia de que
t, < Cn para todo x € T se justificara posteriormente.

Similarmente, dado 1" C 0s, A,,, dizemos que o evento s, Ayy41 S ocorreu se

. . &t
para todo y € T existem z € Os, Aj41 € 1, < Cn tais que Sltal Y.
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Figura 3.1: Ilustracao da laje Sy e seus subconjuntos.

Z

Fonte: [10]
O resultado a seguir, que estabeleceremos ao longo da dissertacao, garante que
essas £-conexoes se espalham com alta probabilidade.

Proposicao 3.1. Para todo p € (pe(d), 1 —p.(d)), existem §,¢ >0 e k > 1 tais que, para
todosn >1, h>20,{ €E eT C O, Ay, com |T| > 86|0s, Ay| vale que:

ph ({HT’ C Bs, Mow tal que |T'| > 8695, Aow| e T = T'}) > 1 emchn

Demonstracao do Teorema 3.1. Primeiro, iremos estabelecer a partir da Proposigao
3.1 que &-propagagoes mais distantes também ocorrem com alta probabilidade. Mais

precisamente, verificaremos para todos m, 7 € N vale que:
P! ({aTj C B, Aoy tal que |T5| > 86|85, Aoi| © Os, Ay Tj}) >1 e lhm o (31)

A partir da Equagao (3.1) controlaremos a probabilidade de que exista um seg-
mento de palavra em =c9j,, que nao é visto.
Tomemos A;(€) = {3T; C 05, Ao tal que |Tj| > 85|05, Aoin| € O, Ao ~ T;}. A

Proposicao 3.1 implica diretamente que

Py(AL(€)) = 1 — e

Ph(Aj (5)‘ mz;ll Al(g)) >1-— @_ijlchm

p
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para todo j € N — {1}. Portanto:

Py(A(8) > Py (-1 A4i(€)) = Py (Ai(€)) HPZ?(AZ-(S)I Mzt Ar(©))

7j—1

J
> H(l 2T chm) _ (1 YT chm) H(l 2T chm)
=1

=1 =

> (1 . e—2jflchm)

Na tiltima passagem, utilizamos que [[/Z; (1 — =2~ ") € (0, 1).
Sejam

A= () 4

EEECQjm

B; = {3 € =9 tal que € nao é visto a partir de s, Ay, }-

E fcil notar que B; C (A,)% ja que a ocorréncia de B; implica que um certo
segmento { € Zgoi,, DAO se propaga a partir de Js,A,,, ou seja, ocorre (A;(§))¢ para
algum & € Zcoip,.

Podemos estabelecer que

PY(B)) < Py((A4)) =B (4(9))

= exp (m2’(C'In2 — ch2™")).

Se escolhermos h suficientemente grande, podemos garantir que:

P)(B;) < e” P

para alguma constante D > 0, a qual pode ser tomada arbitrariamente grande.

Para finalizarmos a demonstracdo da parte a) do Teorema 3.1, é suficiente veri-
ficarmos que o evento {3§ € = tal que § nao é vista de Js, A, } estd contido em U2, B;.
Equivalentemente, {V{ € = a palavra £ é vista de s, Ay} D N52,B5. Notemos que se
N32, By ocorre, todos os segmentos finitos de uma certa palavra £ sao vistos no grafo. Isso
é suficiente para concluir que uma dada palavra £ é vista por uma aplicacao do Lema de

Konig!.

10 Lema de Konig garante que todo grafo infinito, localmente finito e conexo possui um caminho
infinito. Podemos aplicar o Lema de Konig no grafo formado por Js, A, unido com todos os vértices que
lhe estdo & conectados (no sentido de que um certo segmento finito de ¢ é visto num caminho que liga
0s, A, a0 vértice em questao).
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h oo h —D2Im

Pp( J 1B)§pr(B]):Z
j=1 j=1
o (= Dm)’ efDm

S Z € 1— e—Dm €
j=1
se tomarmos D grande o suficiente.
Com isso, verificamos que
Pl ({3¢ € E tal que & nao é vista de Jg, A }) < e ™. (3.2)

Tomando o limite com m indo para o infinito, podemos concluir que, com pro-
babilidade 1, todas as palavras sao vistas a partir de S,. Lembramos que Sy, = Z2? x
(0, hk] x (—k, k]*=3, efetuando uma translagao nas tltimas d — 3 coordenadas, podemos
estabelecer que todas as palavras sao vistas de Z2 x (0, hk] x (=0, 2k]4=3 C Z* x [0, hk]?~2.
Em particular, quase certamente todas as palavras sdo vistas da laje Z2 x [0, hk]?~2, como
afirmado no item a) do Teorema 3.1.

Também podemos utilizar a Equagao (3.2) para provarmos a parte b) do Teo-
rema 3.1 pelo seguinte raciocinio. Para alguma constante ¢/, podemos tomar ¢'m?-? lajes
disjuntas, isomorfas a Sy, cujas intersecoes com By, formam conjuntos isomorfos a A,,.
Denotemos o conjunto dessas lajes por A. No caso tridimensional, essa construcao € intui-
tiva. Como as lajes em Z3 correspondem a uma quantidade finita de planos empilhados,
podemos sobrepor lajes de mesmo tamanho até preenchermos a caixa By,,. Vejamos essa

construgao com mais detalhes. Dado i = (i1, ia, . . .,i4_2) € Z%7% tomamos o conjunto
d—2
= 27 x (irhk, (iy + 1)hk] x [ [((2i; — Dk, (2i; + 1)k].
j=2

E direto que os conjuntos da forma S} sdo disjuntos para indices distintos e isomorfos a
Sy =S). Seja

d—2
A={i € 27 : N By = [—km, km]® x (irhk, (ir + 1)hk] x [[((24; — Dk, (2i; + 1)k]}.
7j=2

Em outras palavras, A é o conjunto de fndices em Z?~2 para os quais S N By, ¢ isomorfo
a Ap,. Dado i € A, seja A, = S, N Byy,. Cada um dos Al , com i € A, nos dd uma
oportunidade de enxergar todas as palavras a partir da caixa By,,, com probabilidade

m

maior ou igual a e™™, como garantido pela Equacao (3.2). Como os conjuntos A? sdo

disjuntos, temos que:
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P,({Sg,, #Z}) < P! ({3i € A: 3¢ € = tal que £ nao é visto de Al })

h
p

<1l
€A

()4

h — ~ s . i
Py ({3¢ € = tal que & nao é visto de A}, })

IN

Para finalizar a demonstragao, s6 precisamos de uma cota inferior para o tamanho
do conjunto A.

Seja Ag uma familia de indices inteiros [ que satisfazem, [h > —m e (I + 1)h < m,
ou, o que ¢ equivalente: —4* <1 < 5t —1. Nessas condigdes, também vale que (2/+1) <m
e (21 — 1) > —m. Nao ¢é dificil notar que todo indice i € (Ag)?~? também pertence a A.
Além disso, Ay possui pelo menos ¢m indices para certo ¢ > 0 (para m > h). Portanto,

|A| > [(Ap)?2 > ¢?2m?~2. Tomando ¢’ = ¢?~2, verificamos que:

P({Sp,, #5}) <e ™.

3.1.2 Notacao e lemas

Para verificar a Proposicao 3.1, primeiro apresentamos a notacao adequada. Con-

sideramos o seguinte conjunto de vértices:
v v
Vo= {(v1,v9,v3) €Z3: vy € 2Z,51+U2 € 22,51%—1)3 € 27,0 < vz < h},
munido do seguinte conjunto de elos orientados:
P -~ 3 3 / /
E={weZ xZ° :v=u+(2,¢,€) come e € {-1,1}}.

—
Chamamos de G o grafo orientado resultante.
Dado U C V consideramos:

—
U+::U{UGV:1Z)EE},

uelU
Oty == UN\U.

Isto é, 01U é a fronteira externa dos vértices de U.
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_>
Consideramos um processo de percolagdo em (. Pensaremos nesse grafo como
uma versao renormalizada da laje S;, através da seguinte relagao, para cada vértice u € V

consideramos o conjunto

B" = ku+ (—k,k]* C Sy. (3.3)

Na expressao acima, identificamos u = (uy, ug, u3) como o vértice (uy,us,us,0,0,...,0)
de 7. E possivel verificar que se v e v sao vértices distintos entao B* N BY = Q e que
Uuey B* = Si. Por conta dessa relacdo, as vezes nos referimos aos grafos S, e G' como
grafo microscépico e grafo macroscopico.

Nosso objetivo é usar um procidimento de renormalizacao explorando certas pro-
priedades de conectividade do grafo GG para provar que todas as palavras sao vistas em
Sh.

Seja n > 3 um inteiro impar e h > 20 par, consideramos os seguintes subconjuntos

de 5:
B, =V n((n,2n) x (=2n,2n) x (0,h)), (3.4)
L,=VNn({n+1} x[—n,n] x(0,h)), (3.5)
R,=VN({2n -2} x [-n,n] x (0,h)) . (3.6)

Isso é, B, é um paralelepipedo, L, é um segmento de sua face esquerda e R,, um segmento

de sua face direita, como ilustrado na Figura 3.2.

Figura 3.2: ITlustracao dos conjuntos B,,, L, e R,.

S8

Fonte: [10]

Consideramos uma ordenacao qualquer para os vértices de B,,. Fixado um subcon-
junto S C L,, usamos o seguinte procedimento para determinar o aglomerado de vértices
ligados ao conjunto S 2. Sejam {U; }ien € {Vi}ien sequéncias crescentes de vértices em B,
com Uy = S e Vy = 0. O conjunto U; pode ser interpretado como o aglomerado de vértices

de B, ligados a S, detectados no i-ésimo passo da exploragao. O conjunto V; representa

2Nao estamos necessariamente explorando o aglomerado de vértices 1-conectados com S, apenas
vértices ligados a S por algum critério.
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a fronteira externa desse aglomerado, detectada no i-ésimo passo da exploracao. Seja

X; = (Ui, V;)ien. Dizemos que X; é uma sequéncia de explora¢ao em B, se
Uipr=U; Uz, Vigr =V,

ou
Uipr = U;, Vigr = ViU 2.

Onde z; é o primeiro vértice de B,, conforme a ordenagao fixada tal que z; € 9TU;\V;. Se
nao existir um z; nessas condicoes, definimos X;,; = X;. Também tomamos
Uy := lim U;.
i—00
O U, representa o aglomerado de vértices ligados ao conjunto S ao final do procedimento

de exploragao.

Lema 3.1. Sejam h > 20 e § > 0. Seja S C L, com |S| > §|L,| e {X;}ien uma sequéncia
de exploracao em B, a partir de S. Fxistem ( <1 e ¢ > 0 dependendo de § tais que, se

para todo i > 0
P(Uiy1 = U; U 2| Xo, ..., X;) > ¢ quase sempre, (3.7)

entao

1
AR, >——|R,|| >1—c
P<|U OR\_1000|R|)_ e

A Equagao (3.7) indica que em cada passo do procedimento de exploragao do
aglomerado de S, independente da historia do processo, a probabilidade de acrescentar

um vértice ao aglomerado é maior do que (. Se vale isso, é alta a probabilidade de que

1
1000

demonstracao do Lema 3.1 serd feita na Secao 3.2.

pelo menos dos vértices de R, estejam no aglomerado de vértices ligados a S. A

Dado u € V', associamos
F* = ku+ {—k} x (—k, k)"

em Z?. Notemos que F* e B* (dado pela Equacgao (3.3)) sdo disjuntos. Além disso, se
—
wv € E entdo F N B # (). A Figura 3.3 ilustra a relacao entre os conjuntos B* e F".

Dados § € (0,1) e u € V, chamamos de J-semente para u a um par (S,t) tal que

S C F" com |S| > dF"

t = {t; }zes é um sequéncia de inteiros com t, < C|uy|.

O inteiro t, representa o momento em que atingimos o vértice x na leitura da

palavra . Denotamos por S§' o conjunto de J-sementes para u.
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Figura 3.3: Ilustracao dos conjuntos da forma B*.

(]

BU

/
BV

Fonte: [10]

Procedemos da seguinte forma, dado L C Z%, exploramos os vértices que podem ser
alcancados enquanto lemos a palavra £ examinando caixas da forma B*. Quando nosso
procedimento de exploracao atingir uma caixa B*, vai existir um conjunto de vértices
S C F* tal que todo vértice de S estd &-conectado a algum vértice de L sem usar vértices
de B*. Se o conjunto S for suficientemente grande, a ponto de garantir que o procedimento
de exploragao continue com alta probabilidade, chamamos S de semente.

Sejam u € V, 0 € (0 e £ € Z. Seja também (S™, ") uma d-semente para u.

53000)
» 64000
Consideramos o seguinte evento

GE(S" 1) = ﬂ {Existe uma 640000-semente para v tal que: Yy € SY, (3.8)
ve{u}t

[ty

3
T € S com x4y por vértices de F* U B".} (3.9)

O resultado a seguir garante que a probabilidade de prosseguir com o procedimento

de exploragao ¢é alta, dado que k seja grande o suficiente.

Proposigao 3.2. Sejam p € (pe(d),1 —pe(d)) e ( < 1. Ezistem 6 = 0(d,p), com 0 < § <
m, e k=k(d,p,¢) > 1 tais que para quaisquer & € Z,u € V e (S,t) € S¢

By(G¢(5,1)) = C.

Observagao. Durante a demonstracao vai ficar claro que a escolha de § nao depende de

¢, o que sera importante posteriormente.
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Demonstracao. Dadov € {u}*,sejaT(v) = {y € F" : y estd 1-conectado a S dentro de B“}.

Pela Desigualdade de Wierman vale que:

PGS, 1) =P, | () {IT(v)| = 640000 F}

ve{u}t

Portanto, é suficiente provar que existem § e k tais que

Py () {IT@)] > 640005 F*[} | > ¢.

ve{u}t

Mais do que isso, por simetria e usando a Desigualdade FKG (os eventos em questao

Sao Crescentes) basta provarmos que
P, (|T(v)| > 640005 F|) > (1071

para um v € {u}" fixado.

Como ilustrado na Figura 3.3, os conjuntos F¥ e B" se interceptam num quadrado
com o lado de tamanho k. Seja Fo terco central dessa intersecao, ou seja, o conjunto de
vértices de FV' N B* que estd a uma distancia de no minimo § das arestas do quadrado
F*n B™.

O Teorema 1 de [11] garante que numa caixa de tamanho k a probabilidade de
que existam duas componentes conexas distintas com tamanho maior que vk vai para 0
quando k vai para o infinito .

Iremos argumentar que a probabilidade de que pelo menos 640000|F'| pontos de
Ia estejam 1-conectados a uma distancia % dentro de B* vai para 1 quando k vai para o
infinito. Também argumentaremos que para qualquer escolha de semente S a probabili-
dade de que pelo menos um vértice em S esteja 1-conectado a uma distancia vk dentro
de B* N F* vai para 1 quando k vai para o infinito. Portanto, os distintos aglomerados
(muitos saindo de I e pelo menos um saindo de S ) se encontram com uma probabilidade
que vai para 1 quando k vai para o infinito. Quando esses aglomerados se encontram ¢é
claro que pelo menos 640000|F"| vértices de F' estiio conectados a S.

Sejam

- k
F'={z € F: z estd 1-conectado a uma distancia 3 dentro de B* U F"}

S ={x € S : x estd l-conectado a uma distancia vk dentro de B*}.

Por tudo o que foi discutido anteriormente, é suficiente provarmos que

P,(|F'| > 640006|F|) "= 1 (3.10)
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dnf RS> 1) =3 (3.11)

Vejamos primeiro (3.10). Para todo z € F, o conjunto B(z, %) N B* ¢ isomorfo a
B(0, %) NZ* x Z* (note que essa afirmacao nao vale para todo vértice de F', por isso nos
restringimos a F).

Seja 8 > 0 a probabilidade de que 0 esteja num aglomerado infinito num processo
de percolacdo em ZT x Z? (é conhecido que os parametros criticos em ZT x Z%! e 74
coincidem, ver [5]). A probabilidade de que um vértice x esteja 1-conectado a uma
distancia g dentro de B* U F* é maior do que a probabilidade de que um vértice x esteja
conectado num aglomerado infinito no half-space Z* x Z2, que é 6. Portanto, F’ domina
estocasticamente uma variavel aleatéria com distribui¢ao Binomial com parametros \F | e

0, que denotaremos por Z.

B,(|F'| > 0|F|/2) > P(Z > | F|)

N D

que vai para 1 quando k vai para o infinito, pela lei dos grandes ntimeros.

Podemos tomar k suficientemente grande tal que 6|F|/2 > 640005|F'| (perceba que
a escolha de k nao depende de (). De onde vem (3.10).

Para verificar (3.11), notamos que P,(]S’| > 1) depende estritamente do tamanho

de |S] e é crescente como fungao de |S|. Portanto, como |S| > §|F*| é facil concluir que
Py(IS'] > 1) > 1= (1 - 0)°IF

para todo S € S¢, de onde segue (3.11). ]

3.1.3 O Procedimento de Renormalizagao

Fixamos p € (p.(d),1 — p.(d)). Seja § = §(d,p) dado pela Proposi¢ao 3.2 (note
que d nao depende de ¢, o que é fundamental) e ¢ correspondente dado pelo Lema 3.1 3.
Voltando a Proposicao 3.2, tomamos k correspondente a (.

Provaremos a Proposicdo 3.1 no caso em que n = 4n’ + 3 para algum n’ € N. E
facil notar que esse caso é suficiente para verificar a Proposigao 3.1.

Consideramos as versoes renormalizadas (microscépicas) dos conjuntos definidos
em (3.4), (3.5) e (3.6) (sdo subconjuntos de Sy,):

Bimic = [kn, 2kn] x (—2kn, 2kn] x (0, hk] x (—k, k]*3, (3.12)

3 Adicionalmente, exigimos que o ¢ escolhido funcione também para g por motivos que farao sentido
depois.
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Lnmic = () F* = {kn} x (—kn, kn] x (0, hk] x (—k, k]~ (3.13)

u€Lp

Romie= |J F"={@n—1)k} x (—kn—k,kn+ k] x (0,hk] x (—k, k"™, (3.14)
ucdt R,

O conjunto Bj, mic precisa ser um pouco maior que Uyep, B* (que nao inclui Ly, mic)
para o raciocinio funcionar. Notemos que L, mic ¢ um quadrante de Js, A, € R, mic um
quadrante de s, Ay(,—1), ambos contidos em By, mic. Na Figura 3.4 apresentamos uma
ilustragao esquematizada dos conjuntos em questao. Os segmentos tracejados representam

Ly, mic € Ry mic. O retangulo sombreado representa B, mic-

Figura 3.4: Ilustracao esquematica dos conjuntos By, mic, Ln,mic € 2y mic-

|
|
|
I
I
I
I
I
I
|
L |
n,mic :
I
I
I
I
I
I
I
|
|
|

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para provar a Proposigao 3.1, é suficiente verificar que, dados £ € =, T' C Ly, mic
com |T'| > 20| Ly mic| e t: T"— [0,Cn] o evento

A(T) ={3T" C Ry mic com |T| > 85 - |05, Agn—1y| € existe t' : T" — [0,2Cn] tal que
5z1¢/ .
para todo y € T",3x € T tal que x Loyl y por vértices de By, mic}

é tal que:

P(A(T)) > 1—e . (3.15)
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Demonstracao da Equacao (3.15). Sejam T' C Ly, mic com |T'| > 28| Ly mic| e t : T —

[0, Cn]. Consideramos
Tiac = {u € L, : [TNF*| > 0|F"|}.

Podemos garantir que
Tonae] > 6|, (3.16)

Ora, se houvesse |Tiac| < | L,| entdo

T|= > |[F"nT|+ Y [F"NT|

u€Tmac ’LLELn\TmaC

O que seria uma contradigao.

Seja w uma realizagao de um processo de percolacao com parametro p em B, mic.

BY = J B"

ucU

Dado U C B,, consideramos

Dado v = (v1,vp,v3) € U' consideramos os seguintes conjuntos (definidos com

respeito a w):
v L v . g[tzvt] U
SU(U):={y € F’: 3z €T tal que x — y em B" para algum ¢t < Cv;}
e paray € SY(U):
ty(U) := min{t < Cv, : 3z € T tal que x e y em BY}.

Vamos definir uma sequéncia de exploracao aleatéria {X; = (U;, Vi) }ien em B,

mensuravel com respeito a w e tal que para todo 7 > 0
Vo € U, (S°(U;), t"(U;)) é uma d-semente para v. (3.17)

Onde t*(U;) : S*(U;) — [0,Cv1] é a fungao que leva y em t(U;).

Primeiro, definimos
Up = {u € Thac : G¢(T' N F", t|papu) ocorre} e Vg = 0.

A definigao acima faz sentido pois (T'N F“, t|pnpu )é uma d—semente para u, pela definigdo
de Thae. Prosseguimos a demonstracao por inducao: supomos que Xg, Xy, ..., X; estao
definidos para algum 7 € N. Seja z; o primeiro vértice de 0T U; que nao estd em Vj, se tal
vértice ndo existir, tomamos X; 1 = X;. Pela hip6tese de indugao, (S*(U;),t"(U;)) é uma

d-semente para v, portanto, podemos definir

Uiy1 = U U 23, Vi = V; caso G{(S"(Us), t°(U;)) ocorra
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Ui = U, Vizr = V; U z; caso contrario.

Pela Proposicao 3.2, segue que
P,(Uiz1 = U; U 2| Xo, ..., Xi21) > (¢

A varidvel |Uy| domina uma varidvel aleatéria com distribuigdo Binomial ([d|L,|], ).

Podemos aplicar a Desigualdade de Hoeffding (ver Anexo) para estabelecer que
) /
Po(|Uo] = 5lLal) 2 1 =€ hn (3.18)

para alguma constante ¢’. Aplicando o Lema 3.1, o que é possivel por causa da nossa

escolha de ¢, podemos concluir que

1
P, 00 n Z_ n
(100 Rl gl

5 /!
\Uo| > 5|Ln|> >1—e"

para alguma constante ¢”. Multiplicando a expressao acima por P,(|Up| > 2|L,|) e

aplicando (3.18) segue que existe uma constante ¢ tal que

1
P wNR,>——|R,| ) >1—2e"",
,,(\U ﬂR[_lOOO\R|>_ e

Seja T" := Uyevtrorr, 5" (Uss). O conjunto T" satisfaz [T"| > 640000|F| - [UF N
0% R,|, pela definicao de semente e pela hipdtese em (3.17). Sob o evento |Us N R,| >

o5 | Rn| vale que
7| > 640008|F| - |UL N TR,
> 646|F| - |R,|
> 646| Ry mic| > 80105, Aain—1)|-

Além disso, pela construcao da sequéncia de exploracao, para todo y € T’ existe

) o Cteg) <
t, < 20n eum x € T tal que: z —% y em By mic-  Isso prova a Equagao (3.15),

finalizando a demonstragao. [

3.2 Um lema de percolacao orientada

N
Provaremos o Lema 3.1. Consideramos um processo de percolagao em sitios em G

e os conjuntos B,,, L,, R, como definidos em (3.4), (3.5) e (3.6). Provaremos o Lema 3.1

como consequencia da seguinte proposicao.
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Proposigao 3.3. Para todos § € (0,1), h > 20, n grande ¢ S C L, com |S| > 0|L,|
existem v € (0,1) e ¢ > 0 tais que:

1
P : < - < —chn‘
(e Russ 0l < gl ) <

Onde {S — v} ={3x € S: existe um caminho orientado entre x e v.}

Demonstracao do Lema 3.1 a partir da Proposicao 3.3. Construiremos uma sequéncia
de exploracao {X; = (U/,V/)} com a mesma distribuicdo da sequéncia de exploracao
{X; = (U;,V;)} do Lema 3.1, dominando um processo de percola¢ao em B,, com parametro
C.
Primeiro, definimos

Xo = (Up, Vg) = (5,0).

Declaramos todos os vértices de S como verdes. Seja z o primeiro vértice de B,

conforme a ordenacao fixada tal que z € 07Uj. Seja
Gz =P(X1=(SU{z},0)|Xo = Xy = (5.0)).

Ou seja, (. é a probabilidade de acrescentar um vértice no primeiro passo da sequéncia de
exploragao {X;}. Por hipétese, ¢, > ¢ quase certamente. Seja {Y}}.cp, uma sequéncia

de varidveis aleatéria i.i.d com distribui¢ao uniforme no intervalo [0, 1]. Definimos:

(SU{z},0), caso Y, < (,

(S,{z}), caso contrario.

Declaramos z como um vértice verde no primeiro caso e vermelho no segundo.
Notemos que, por construgao, os pares (X{, X7) e (Xo, X1) tém a mesma distribuigao.
Como hipétese de indugao, assumimos que X, X7, ..., X} estdo bem definidos para i € N
e sao tais que (X, X7,...,X/) tem a mesma distribuigao que (Xo, X1, ..., X;).

Seja z o primeiro vértice em 0TU/\V/. Caso tal vértice nao exista, tomamos
X/, = X, encerramos o procedimento de exploracdo e declaramos todos os vértices nao

explorados como vermelhos. Caso exista, definimos:
Novamente, (., é maior que ¢ por hipotese. Definimos:

(U] U{z}, V) caso Yz < (.,
(U!, V! U{z}) caso contrério

/ p—
i+1 T

No primeiro caso z é declarado verde, e no segundo, vermelho. Por construcao, os

processos X' e X tém a mesma distribuicao, e o conjunto de vértices verdes domina um
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~ . ~ . verde .
processo de percolacao Bernoulli com parametro . Seja .S — v o evento em que existe
um caminho orientado de vértices verdes conectando algum vértice de S a v. Aplicando

a Proposicao 3.3, podemos tomar ¢ préximo de 1 tal que

verde o—chn
P, (\{v ER,:S = v} < 1000|R ]) hn

Todo vértice v ligado a S por um caminho orientado de vértices verdes é também

um vértice alcancado pela sequéncia de explora(;éo (pertence a Ul)). Portanto,

P(UL s Bal) 21— e,

NR,
|z 1000

o que completa a demonstracao. O

O resto da secao é dedlcado a provar a Proposicao 3.3.

Consideramos o grafo GprOJ definido como a projecao de G nas duas primeiras

coordenadas. Mais precisamente, GpmJ ¢ o grafo que tem como vértices:
x
Viroj = {(,9) € 2° 1w € 22, 5 +y € 2L}

e tem como elos:
N
E={(u,u+(2,€)) :u € Vppj,e € {—1,1}}.

O grafo 5pr0j é isomorfo ao Z? orientado, por exemplo, pela relagao: f : Z* — Vi,;
definida por f(x,y) = 2(x +y),z — y).

Consideramos um processo de percolacao de sitios em Zyﬂoj com parametro 7.
Sejam n € 2N, A C {0} x Z e m > 5n. Definimos:

& =1{y € [-n,n] : A= (m,y)}.

Onde A — v significa que existe um vértice de A conectado a v por um caminho orientado.
Se AC B C {0} x Z entao &2 C &5.

Lema 3.2. Para todo 0 < § < 15 existe um v = v(8) € (0,1) tal que: para todos n > 2
par, S C {0} x[—n,n] com |S| > dn em > dn divisivel por 4, £ domina a medida produto
em {—n,—n+2,...,n} com parametro 5. Ou seja, para todo y € {—n,—n+2,...,n} a

probabilidade de que y € £3 ¢ maior ou igual que %

Demonstracao. Dado € > 0, por [13] (Teorema 1.1) podemos tomar « préximo de 1 tal
que ¢ 1= ¢lZ

Construiremos um evento GG que ocorre com probabilidade préoxima de 1 e tal que, sob G,

domina a medida produto em {—n, —n+2,...,n} com parametro 1 —e.

€5 = ¢Z . O que nos permitira usar a dominacao estocdstica valida para £Z.

Seja
S"=SN{0} x [-n+ %n,n — %n])

Como |S| > én, temos que |S'| > 2n. Seja G o evento em que:
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i) S — v para algum v € {m} x Z.
ii) Existe um caminho orientado de {0} x [—n, —n + n] a {m} x [n, 00).
iii) Existe um caminho orientado de {0} x [n — 2n,n] a {m} x (—oo, —n].
Evento ilustrado na Figura 3.5.

Figura 3.5: ITlustragao do evento G.

_ P
%?1[‘ n
Sf

i)

i ~ "

Fonte: [10]

Por simetria, a probabilidade de S’ — v para algum v € {m} x Z ¢ igual a
probabilidade de {0} x Z — o' para algum v" € S’ + (m,0). Mais precisamente, é igual a
probabilidade de que pelo menos um dos vértices de S’ + (m,0) pertenga a £Z. Podemos

tomar v suficientemente préximo de 1 tal que:
P,(S — v para algum v € {m} x Z) =1 — P,(¢% N (S" + (m,0)) = 0)
on
>1—€2.

E possivel verificar que os itens ii) e iii) ocorrem com probabilidade > 1 — %4_”
por um argumento do tipo Peierls. Tomando € suficientemente pequeno, tal que a proba-

bilidade do item i) seja maior ou igual que 1 — %4*”, podemos concluir que:

FKG 1
P(G) > (1— g4:")3 >1—4"

Assumindo que G ocorreu, seja v € {m} X [—n,n] um vértice que pode ser alcan¢ado por
um caminho orientado iniciado em {0} x Z. Sob G, os trés caminhos orientados obtidos

garantem que podemos construir um caminho de S” a v. Portanto:

g ce =l =65
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Prosseguimos com um argumento de dominagao estocéstica. Sejan = (9_pn, N—ni2,---, M)
um vetor de variaveis aleatorias independentes entre si e independentes da configuragao
do processo de percolacao, todas com distribuicao Bernoulli(%). Para verificar o lema,
basta provarmos que &, domina estocasticamente 7 - €2 = (n- Lz (—n), N-ni2lez (—n +
2),...,mlez (n)). Pois 1 - &% domina a medida produto em {—n,—n +2,...,n} com
parametro ;.

Seja X := {0, 1}{=»+2-n} munido com a ordem do dicionario? e f : X — R,

nao decrescente com f(0) = 0.

Bl 'S (€)1

= E[f(5)]Py(n #0)
= E[f(gﬁ)ﬂni(Ova---vo)]
> E[f(n-&5)).

Usamos que f é crescente na passagem da peniltima para a ultima linha. Fica

verificada a dominagao estocastica usando o critério apresentado no Anexo A.3 O

H
Aplicaremos o lema anterior no grafo G. Seja h > 20. Consideramos um processo

_>
de percolacao com parametro v em G. Para inteiros n > m > h, consideramos:

Bhm =V N ((n,2n) x (=2m,2m) x (0, h)),

Lym:=VD{n+1} x [—m,m] x (0,h)),
Ry =V N ({2n — 2} x [=m,m] x (0, h)).

Sao analogos aos conjuntos definidos em (3.4), (3.5), (3.6), com um alcance menor
no eixo y. Estendemos a definicao para o caso em que m nao é inteiro tomando B, ,, =

By, ;m) € analogamente para Ly, ,, € Ry .

1Seja X CR" ez = (z1,...,2n),y = (Y1,--.,Yn) € X. Dizemos que x < y na ordem do dicionario
se vale uma das seguintes n afirmacgoes: 1 <y oux; =y; e T2 < Yo OU T1 = Y1, Tz = Y2 € T3 < Y3 ...
ou Ty =Y1,L2 =Y2,.. ., Tn_1=Yn_1 € Tp = Yn. A ordem do diciondrio é uma ordem total no conjunto
X.

Por exemplo, na topologia do diciondrio em R? vale que (1,100) < (2,0) < (2,2).
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Lema 3.3. Para todo § > 0, existe um v = () € (0,1) tal que: para todos n > h > 20
e S C Ly com |S| > dn, existe c >0 com:

1
P{N>—n|>1—-e".
(3> gpn) =1

Onde N € o nimero de vértices v € Ry, » que satisfazem S — v em By n.

Demonstracao. Verificaremos a existéncia de uma funcao injetiva f : Vi ([0, 7 — 2] X
[fn n

< 3]) = Bpn tal que:

i) Pelo menos £n vértices u € {0} x [, 2] sdo tais que f(u) € S.

ii) Para todo vértice u € {n — 3} x [F*, §] vale que f(u) € R,

-
— —
iii) Se (u,v) é um elo de Gpo; entao (f(u), f(v)) é um elo de G.

Assumindo a existéncia de tal injecao provamos o lema da seguinte forma. Consi-

deramos os seguintes conjuntos:

S":={veS:v= f(u) para algum u € {0} x [%n’ %} 1,

T ={ve Rn,% :v = f(u) para algum u € {n — 2} X [%n,%] I3
N =HveT:5 —uv}.

Por construcao, N > N’. Além disso, pelo lema anterior, N’ domina uma variavel

aleatéria com distribuicao Binomial(g, %) Aplicando a Desigualdade de Hoeftding:

1 1
PIN>—n|>P(N >—n
20 20

n 1 1

> P (Binomial(g, 5) > %n)

>1—e

Agora, construiremos uma funcao f que age em Vo5 N [0, — 2] x [T, §] como ilustrado

2
na Figura 3.6.

Seja a € [0,n —2]N2Z, definiremos f de forma que f (V0N {a} x [, 5]) coincida
com a intersecao do “acordeao” com o plano z = n+ 1+ a. Assumimos que h e n+ 1 sao

pares para simplificar as contas. Tomamos:

fla,b) := (n+ 1+ a, fa(a,b), f3(a,b)).
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Figura 3.6: Ilustracao da acao da funcao f.

n—?2
n
f
y *
N =~y »h
2n/h Brn/h
Fonte: [10]
Se a for multiplo de 4, b vai pertencer ao intervalo [Z*, 5] N 2Z. Podemos escrever

b=1i-2(h—2)+jparaalgumi € Z e j € [0,2(h — 2)) N 2Z. Definimos:

Y

b J 4i,j <h-2

b=2. | ——| =
Fale?) {h—Q 2. (2i41),j>h—2

24 4,j=02... h—4
f3(a'> b) =
2h—2)—j.j=h—2h,.. . 2h—6

No caso em que a nao é miltiplo de 4, b € [5*,5] N (2Z + 1). Podemos escrever b =
i-2(h—2)+jparaalgumi € Z e j € [0,2(h —2)) N (1 + 2Z). Definimos:

9

b J 1+4i,j<h-2

fala,b) =1+2- {—
h—2 14+2-(20+1),j>h—2

24+ j=1.3 .. . . h—3
f3<a7 b) =
oh—2)—jj=h—1h+1,...,2h—5

E possivel verificar que f definida dessa forma satisfaz as condicées i), ii) e iii). [

Demonstracao da Proposicao 3.3. Seja
m i n
IL;=VnN 1 —, =+ = 0,h) |,
({n+ }x{5 5+5]><( ))

definido para ¢ = —5,4,...,4. Temos que L, = [ 5U I 4,U...UI,. Por suposicao,
|S| > O|Ly,| = on (% — 1). Sem perda de generalidade, podemos supor que

on(4 —1)

SNl >
S > TR

(3.19)
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pelo principio da casa dos pombos.
Primeiro, vamos verificar que o conjunto S estd conectado ao meio da caixa {z =

3(n+1)
("+ } com elevada probabilidade e alcance esparso no eixo y. Consideramos um cole¢ao

de retangulos Ji,Jay e CVO ({ ”H)} x [0, &] x (0, h)> definidos por

710

ONTERE R

e tais que a distancia entre J; e Ji é maior ou igual que 2—” e J; # 0 para todo i, =

1,2,..., 30 Isso é possivel se tomarmos n suficientemente grande

Dizemos que um conjunto J; é ruim se

J; S < —
lu € — ul 100"

Primeiro, verificaremos que existe uma constante ¢ > 0 tal que

—chn

h
P, (Pelo menos 50 conjuntos J; sao ruins) <e

Escrevemos Iy = Co UCyU...Cy_p onde C; =V N ({n+ 1} x [0, 2] x {i}). Vale

que

on on on
<_ ': . - . ': >—
|Sm]0\_20Hz ISﬂOZ\<20H+n H@ |Sm(]l\_20}‘

§n(ﬁ—1) on
<2— . .
20 +n H |SﬂC’| 20}'

Simplificando a expressao acima obtemos que

on 5 —1)
) > = > =2 2
Hz |SﬂC’|_2O}'_ 50 (3.20)
Dizemos que uma coluna i é boa se |SNC;| > 2. Denotamos por G C {2,4,...,h—

2} o conjunto de colunas boas.

S’zVﬂ({w}x [01”—0} XG).

Primeiro, vamos verificar que por aplicacao do Lema 3.2 podemos tomar y préoximo

de 1 tal que {u € S" : § = vemV N <[n+1 3t < o, 5] % (O,h))} domina a
1

medida produto em S’ com parametro 5. Seja C; uma coluna boa. Sabemos que

N
VN ([n—i— 1, 3(";1)] x [0, 5] x {z}) é isomorfo a um subgrafo de G.;. Podemos apli-

car o Lema 3.2 ® para produzir v tal que:

Seja

{ues'm/m<{w} x[O,%]x{z’}) :SﬂVﬂ({n+1}x[O,%]x{i}> )

5Nos restringimos a um pedaco de L,,, Iy, precisamente para utilizar esse lema.
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domina a medida produto em S'NV N <{@} x [0, {5] % {z}) com parametro 1/2; de
onde segue nossa afirmacao inicial.

Como |G| > (% — 1), concluimos que:
0
;NS > —]JZ- nvy,
pois S’ tem pelo menos uma fragao o= de colunas em comum com J;. Portanto,

A T < in [ =17, Z
P(J; é ruim) < P (Bln (20“1 nvy, 2) 100\] N V])

S efcon’
para alguma constante cy > 0 pela Desigualdade de Hoeffding. Segue que

h
P (Pelo menos dos J; sao ruins) < Z P(J; é ruim Vi € D)

DC{07 »30} |D‘>

D Sk

h b h
< 230 (e70M) B = =,
Vamos assumir que pelo menos h dos J; sao bons. Para J; bom, sejam

SZ:{UEJZS%U}

|

Como |S;| >

1 2 2
@’QW,) X |:Z—7n,jl+7n:| X (O,h)

100]J |, podemos aplicar o Lema 3.3 para tomar « tal que

1
P<\{u€Rn:Si—>uem K;}| > 2—071) >1—e .

Dizemos que uma caixa K; é boa se [{u € R, : S; = u em K;}| > 5-n. Como as

caixas K; sao disjuntas, os eventos em questao sao independentes. Vale que

h h h
P ( Pelo menos — caixas K; sao boas | > P | Bin(—,1 —e™") > —
100 60 100

>1— e—c’hn

para alguma constante ¢ > 0. Por fim,

h/ 1 / /
> (1-— —chn 1 — chny 1 — —chn 1 — c'hn
Py (o€ RS o ol 2 g gon ) 2 (L= ) 4 (1= ) = (1= )1 = )

-1 efchnefc’hn

R
Como - dn > (B —1).n= Imgé segue o resultado. O
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Apeéendice A

Complementos Tedricos

A.1 Desigualdade de Hoeffding para a distribuicao

binomial

Seja Y uma variavel aleatéria com distribuicao binomial com parametros n e p, e

seja 0 > 0. Nesta secao, estabeleceremos as seguintes desigualdades:
P(Y > (1+0)EY) < e 20, (A1)

P(Y < (1=68)EY) < ¢ 20 (A.2)

Demonstracao: Seja X uma varidvel aleatéria com distribuicao Bernoulli p. Va-

mos verificar que:

E [e’\(X_EX)} < sV (A.3)

para todo A € R. Notemos que

E [eA(X—EX)] _ pe)\(l—p) + (1 . p)e—/\p

A(1— —A
:eln(pe< P) 4 (1—p)e p)

Seja L(A) = In (pe*'~P) + (1 — p)e=*), entao:

L(0) = L'(0) = 0, (A.4)

p(1 —p)ert-r—A
(peX1=P) + (1 — p)e=27)?
1
1
aritmética é sempre maior ou igual que a média geométrica), portanto:

L”()\) —

A equagao acima é menor ou igual que ; pela desigualdade das médias (a média

L'(\) < = VAR (A.5)

=~ =
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Pelo Teorema de Taylor, existe um 6 € [0, 1] tal que
)\2
L(\) = L(0) + AL'(0) + ?L”(he).
Aplicando (A.4) e (A.5) concluimos que
)\2
L)) < —.
o<

De onde vem (A.3).
Sejam Xi,...,X,, varidveis aleatorias i.i.d com distribuicao Bernoulli p e Y =

>, Xi. Sabemos que Y possui distribui¢do Binomial n e p. Dados ¢t e A positivos:

P(Y —EY >t) = PA(Y — EY) > \t)

(eA(Y—EY) > eAt)

P
E

IN

[ex(Y—EY)} oM

E [eA(XifEXi)} efAt

I

=1

2
%n —At

IN

(& (&

Onde usamos a Desigualdade de Markov na passagem da segunda para a terceira
linha, e a Equagao (A.3) na passagem da penitltima para a ultima linha. Minimizando a
expressao acima em A obtemos que

—212

P(Y—EY >t)<e

Que implica em (A.1) tomando ¢t = dEY = dnp.
Podemos estabelecer

—2t2

PY-—EY <-t)<e

de forma andloga. Comegamos com a expressao P(Y — EY < —t) = P(A(Y —EY) > \t),
onde A < 0, e aplicamos o mesmo raciocinio. A equagao acima implica em (A.2) tomando
t=—0FY = —onp.

A.2 Resultados de Topologia

Definigao A.1 (Espago Topoldgico). Um espago topoldgico é um par (X, T) formado por

um congunto arbitrario X e uma familia de conjuntos T C P(X) tal que:
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1. X e pertencem a 7.

2. Se {Ai}ier C 7 entao J;ep Ai € 7. Onde T' ¢ uma familia arbitrdria de indices,

possivelmente nao enumerdvel.
3. Dados Ay, As, ..., A, pertencentes a T, temos que (),_, A; € T.

Os elementos de 7 sao chamados de abertos da topologia. Dizemos que um conjunto

F é fechado na topologia 7 se F' = A€ para algum A € 7.

Exemplo A.1. Consideramos o par (R,7r). Onde A € g se, e somente se, para todo
x € A, existe um € > 0 tal que (x — e,z +€) € A. Nao € dificil notar que a familia Tr

tem todas as propriedades de uma topologia.

Exemplo A.2. Seja o par ({0,1},P({0,1})). Onde P({0,1}) = {0,{1},{2},{1,2}}.
A familia P({0,1}) define uma topologia em {0,1}. A topologia P({0,1}) € também

chamada de topologia discreta, jd que torna todos os conjuntos abertos.

Definigao A.2 (Espaco Métrico). Um espag¢o métrico € um par (X, d), formado por um

conjunto arbitrdrio X e uma fungao d: X x X — R, chamada métrica, que satisfaz:
1. Para todos x,y € X, vale que d(x,y) > 0 com igualdade se, e somente se, x = y.
2. Para todos x,y € X, vale que d(x,y) = d(y, x)
3. Para todos x,y,z € X, vale que d(z,y) < d(x,z)+d(z,y).

Dado um espago métrico (X, d), para z € X e € > 0 definimos:
By(z,e) ={y € X : d(z,y) < €}.

Definicao A.3 (Topologia induzida pela métrica). Seja (X, d) um espago métrico ar-

bitrario. Chamamos de topologia induzida pela métrica a sequinte familia de conjuntos
s ={A€P(X):Vae A Je >0 tal que By(a,e) C A} U.

Definigao A.4 (Espago Metrizavel). Um espago topoldgico (X, T) € chamado metrizdvel
se existe uma métrica d : X X X — R, tal que a topologia induzida pela métrica d coincide

com 7. Ou seja, T4 =T.

Exemplo A.3. O espaco topolégico ({0,1},P({0,1})) € metrizdvel com a distancia d :
{0,1} x {0,1} — {0,1} definida por d(0,1) = d(1,0) = 1 e d(0,0) = d(1,1) = 0. E fdcil
ver que, na topologia induzida pela métrica, os conjuntos (),{0},{1},{0,1} sdao abertos.

A métrica d é chamada métrica discreta.
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Seja o espago {0,1}. Queremos construir uma topologia nesse espaco a partir
da estrutura topolégica de cada uma de suas componentes. Como vimos num exemplo
anterior, podemos considerar a topologia discreta em {0,1}. A partir dela, podemos
definir uma topologia em {0, 1} chamada de topologia produto. Fazemos isso da seguinte
forma: consideramos todos os conjuntos do tipo [[;~; 4; onde A; € P({0,1}) porém
A; # {0,1} apenas para uma quantidade finita de indices. Chamemos de A a familia
de tais conjuntos. Podemos considerar a menor topologia que contém todos os conjuntos
desse tipo, chamada topologia gerada por A (podemos garantir que essa topologia existe
por resultados bem conhecidos de topologia). Chamamos essa topologia de topologia

produto.

Teorema A.1. O espaco topoldgico ({0,1}N,7) munido com a topologia produto é me-
trizdvel com a distancia d : {0, 1} — R definida por

o

1€ — &
(FIEDD BT
k=1
Definigao A.5 (Sequéncia de Cauchy em espagos métricos). Seja (X,d) um espaco
métrico arbitrario e {T,}neny uma sequéncia X. A sequéncia {xp}nen € dita Cauchy

se para todo € > 0 existe um ng(e) € N tal que: d(z,, ) < € para todos n,m > ng(e).

Definigao A.6 (Espago Completo). Um espago métrico (X,d) é chamado completo se
toda sequéncia de Cauchy em (X, d) converge. Ou seja, se {x,}nen € Cauchy, entao existe
um x € X tal que, para todo € > 0 existe um nyg € N tal que para todo n > ngy vale que

d(zp, ) <e.

E um resultado bem conhecido que o espaco (R, |- |) é completo. Também nao ¢

dificil verificar que o espago ({0, 1}, d), onde d é a métrica discreta, é um espago completo.

Definigao A.7 (Espago Compacto). Seja (X, 7) um espago topoldgico. Dizemos que X
¢ compacto se, para toda familia de abertos {U;}icr com J,c; Ui = X, existem iy, ..., 1
tais que X = U§:1 Ui,

Teorema A.2. Todo espaco métrico compacto € completo.

Teorema A.3 (Tychonoff). Sejam {X;,7;}icr espacos topoldgicos compactos. O espago
(ILic; Xi,7) (onde 7 € a topologia produto) é compacto.

Como coroldrio do Teorema de Tychonoff, podemos estabelecer que ({0, 1}, 7) é

um espagco topoldgico compacto.

Definicao A.8 (Espagos de Baire). Seja (X, 7) um espago topoldgico. Dizemos que
F C X tem interior vazio se F nao contém nenhum aberto de X. O espago topologico
(X, 1) € chamado de espago de Baire se, para toda familia enumerdvel { F;};en de conjuntos

fechados na topologia T com interior vazio, vale que |J,o Fi tem interior vazio.
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Teorema A.4 (Teorema de Baire). Seja (X,d) um espaco métrico completo. FEntdo

(X,d) é um espago de Baire.

Corolario A.1. Pelos resultados anteriores, o espaco {0, 1} é compacto e métrico, por-

tanto, completo. Pelo Teorema de Baire, {0,1} é um espago de Baire.

Para essas e outras demonstragoes sugerimos [9].

A.3 Dominacao Estocastica

Durante a dissertacao, constantemente nos referimos ao conceito de dominacao
estocéastica. Nesse curto apéndice, apresentamos uma introducao ao assunto, que acredi-
tamos ser suficiente para acompanhar as demonstragoes do texto.

Pelo resto desse anexo € denota um conjunto totalmente ordenado com uma ordem
>. Se para x,y € {2 vale que x > y sem que x = ¥, €screvemos r > .

Sejam X : Qx — Q e Y : Qy — ) fungdes mensurdveis definidas em certos

espacos de medida, digamos Py e Py. Dizemos que X domina estocasticamente Y se
Px(X>Z) Zpy(Y>Z) Vze Y. (A6)

Tomando Fx(z) = Px(X < z) e Fy(z) = Py(Y < z) podemos reescrever a
defini¢ao (A.6) como:
Fx(z) < Fy(z) Yz € Q.

Uma definicao mais intuitiva para dominacao estocastica pode ser dada em termos
de acoplamento. Um acoplamento entre duas fungoes mensuraveis X e Y é um espago de
probabilidade sobre 2 x x 2y onde estao definidas fungoes mensuraveis X', Y’ : Qx xQy —
Q' tais que:

Px(Xe€eA)=P(X' e A)e Py(Y e A)=P(Y' € A)

para todo conjunto A que é Y-mensuravel. Onde P é a medida de probabilidade do
espaco sobre Qx x {2y. Ou seja, um acoplamento é um espago de probabilidade em que
as duas funcoes mensuraveis vivem juntas.

Ainda usando a notacao apresentada anteriormente na definicao de acoplamento,
dizemos que uma fungao X domina estocasticamente uma funcao Y se existe um acopla-

mento entre as duas funcgoes tal que
PX'>Y")=1.

A equivaléncia das defini¢oes apresentadas pode ser vista em [7].
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Exemplo A.4. Dados n,m € N, sejam X ~ Bin(n + m,p) e Y ~ Bin(n,p). Vejamos

que X domina estocasticamente Y .

Sejam Y1, Y5, ..., Y, ., varidveis aleatorias independentes com distribuicao Ber-
noulli p. Definimos X' := Y """V, e Y := > " V. E claro que X’ ~ Bin(n +m, p) e
Y’ ~ Bin(n, p), por construcio, X =Y + > 1" Y, > Y. O

Exemplo A.5. Sejam p,p’ € [0,1] com p' > p e n € N. Vejamos que X ~ Bin(n,p’)

domina estocasticamente Y ~ Bin(n,p).

Sejam /i, ..., Z, variaveis aleatorias independentes com distribuicao uniforme no
intervalo [0,1]. Definimos X' := 32" 1s<y e Y/ := 3" 1, E claro que X' ~
Bin(n,p’) e Y’ ~ Bin(n,p). Além disso, 1z,<y > 1z,<, para todo i = 1,2,...,n, de onde
segue que X' > Y. O]

Usamos o seguinte critério de dominacao estocastica na prova do Lema 3.2.

Proposicao A.1. Admitamos que exista 0 € ', tal que, para todo x € € vale que x > 0.
Se para toda f: Q' — R nao decrescente com F(0) = 0 vale que

E(f(X)) = E(f(Y))

entao X domina estocasticamente Y .

A prova ¢ direta, basta percebermos que 1; ) ¢ uma funcao nao decrescente com

1(2,00)(0) = 0 para todo z € ©2'. O que implica em A.6.
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