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Resumo

Estudaremos o processo de percolação de palavras, originalmente proposto por

Kesten e Benjamini no artigo Percolation of Arbitrary Words [1]. Apresentamos alguns

exemplos do artigo de Kesten e, seguindo [10], examinamos a questão de se é ou não

posśıvel enxergar todas as palavras em Zd (d ≥ 3). Respondemos à questão afirmativa-

mente no caso em que p ∈ (pc(d), 1 − pc(d)) onde pc(d) é o ponto cŕıtico do processo de

percolação de śıtios em Zd.

Palavras-chave: probabilidade; percolação; percolação de palavras.



Abstract

We will study the problem of percolation of words, originally proposed by Kesten

and Benjamini in the paper Percolation of Arbitrary Words [1]. We present some examples

from Kesten’s paper and, following [10], we examine the question of whether it is possible

to see all words in Zd (d ≥ 3). We answer this question affirmatively in the case where

p ∈ (pc(d), 1 − pc(d)), where pc(d) is the critical point for the site percolation process in

Zd.

Keywords: probability; percolation; percolation of words.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O modelo de percolação foi proposto por Broadbent e Hammersley em [2] para

descrever o comportamento de um fluido ao se deslocar por um meio permeável. Um

exemplo concreto é o de moléculas de gás entrando em contato com um sólido poroso,

cujos poros podem ou não ser suficientemente grandes para permitir sua passagem. O

problema fundamental consiste em determinar sob quais condições o gás pode penetrar e

se difundir no interior do sólido.

Matematicamente, o processo de percolação pode ser entendido como ummodelo de

grafos aleatórios. Podemos pensar numa malha quadriculada onde os vértices representam

os poros e os elos representam os caminhos entre os poros. Cada vértice é declarado aberto

com uma certa probabilidade p, de forma independente dos demais. Um elo é dito aberto

se seus dois vértices estão abertos. Os vértices que estão conectados à origem por um

caminho de elos abertos formam o que chamamos de aglomerado da origem. Dizemos

que a origem percola no evento em que seu aglomerado possui infinitos vértices, o que,

fisicamente, corresponde ao evento em que o gás é absorvido no interior do sólido.

Cada vértice aberto é rotulado com o número 1, enquanto os vértices fechados são

rotulados com o número 0. O evento em que a origem percola coincide com o evento

em que existe um caminho infinito de vértices começando na origem em que a sequência

(1, 1, . . .) pode ser lida.

A construção rigorosa do modelo de percolação é feita no caṕıtulo 2, onde também

mencionamos alguns resultados importantes da teoria de percolação no grafo Zd. Parti-

cularmente importante é o fenômeno da transição de fase, que garante a existência de um

valor cŕıtico pc ∈ (0, 1) tal que, se p > pc a origem percola com probabilidade positiva e

se p < pc a origem não percola.

O objetivo desta dissertação é discutir uma generalização do modelo de percolação,

originalmente proposta por Kesten e Benjamini [1]. Trabalhos anteriores que generalizam

o problema de percolação incluemMai e Halley [3], que estudam a percolação de sequências

alternadas de zeros e uns no contexto de um problema f́ısico, e Wierman e Appel [4], que

demonstram a percolação dessas sequências em uma malha triangular. No modelo clássico

de percolação, nosso objeto de estudo são os caminhos de vértices abertos (com estado

1). Aqui, mudamos de ponto de vista. Dada uma sequência ξ = (ξ0, ξ1, . . .) ∈ {0, 1}N, nos



10

perguntamos se é posśıvel enxergar um caminho (v0, v1, . . .) em que se lê a palavra ξ, ou

seja, tal que ω(vi) = ξi para todo i ∈ N. Onde ω(vi) denota o estado do vértice vi numa

certa realização ω do processo de percolação. Se todas as palavras podem ser lidas com

probabilidade 1, dizemos que todas as palavras são vistas.

No conjunto de palavras {0, 1}N podemos considerar a medida produto definida

por µ :=
⊗

i∈N µi, onde µi({0}) = µi({1}) = 1
2
. Dizemos que quase todas as palavras

são vistas se o conjunto de palavras vistas tem medida µ igual a 1 com probabilidade 1.

Veremos que as noções de ver todas as palavras e ver quase todas as palavras não são

equivalente.

Também veremos que max{P (1 seja visto no grafo), P (0 seja visto no grafo)} ≤
P (ξ seja visto no grafo) para todo ξ ∈ Ξ. Onde 0 = (0, 0, . . . , ) e 1 = (1, 1, . . . , ). Esse

resultado nos permite comparar a percolação de palavras arbitrárias com a percolação de

zeros e uns. O que é vantajoso, já que as probabilidades de que 0 e 1 sejam vistas no grafo

são monótonas em p. Particularmente, estabeleceremos que se as palavras 1 e 0 são vistas

com probabilidade positiva, então quase todas as palavras são vistas. Também veremos

que a rećıproca dessa afirmação é verdadeira.

Em seu artigo seminal, Kesten e Benjamini provam que no grafo Zd, se d ≥ 10 e

p ∈ (pc, 1 − pc), todas as sequências binárias podem ser lidas. Os autores conjecturam

que o mesmo vale para d ≥ 3, conjectura provada por Nolin, Tassion e Teixeira em [10],

que examinamos no caṕıtulo 3.

De fato, Nolin, Tassion e Teixeira obtém um resultado mais forte: estabelecem que

existe um l = l(d, p) tal que, quase certamente, todas as palavras são vistas a partir da

laje Z2 × [0, l]d−2.
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Caṕıtulo 2

Definições e primeiros resultados

2.1 Espaço de probabilidade associado ao modelo de

percolação

Seja G = (V,E) um grafo simples com uma quantidade enumerável de vértices. Se

x, y são vértices adjacentes de G, denotamos o elo que os conecta por ⟨x, y⟩. Podemos

pensar no modelo de percolação em śıtios como uma forma de gerar subgrafos aleatórios

de G. O procedimento é o seguinte: independentemente, classificamos cada um dos

vértices de V como aberto ou fechado com respectivas probabilidades p e 1 − p (claro

que 0 ≤ p ≤ 1). Após a classificação dos vértices do grafo, definimos o conjunto de

elos preservados como E∗ = {⟨x, y⟩ ∈ E : x e y estão abertos.}. O subgrafo resultante

G∗ = (V,E∗) é a realização do processo de percolação. Se um vértice for declarado aberto

o rotulamos com o número 1, se for declarado fechado o rotulamos com o número 0.

Prosseguimos para uma construção formal do modelo. Seja Ω = {0, 1}V . Para cada
v ∈ V consideramos o espaço de probabilidade ({0, 1},P({0, 1}), P v

p ), onde P({0, 1}) =
{∅, {1}, {2}, {1, 2}} e P v

p é uma medida em {0, 1} tal que P v
p ({1}) = p.

No espaço produto Ω = {0, 1}V podemos considerar a σ-álgebra F =
⊗

v∈V P({0, 1})
e a medida Pp =

⊗
v∈V P v

p . O espaço resultante é (Ω,F , Pp).

Dada uma configuração ω ∈ Ω, denotamos por Xv(ω) à projeção de ω em v (ou

seja, o estado do vértice v na configuração ω). No espaço (Ω,F , Pp), Xv possui distri-

buição Bernoulli(p) para todo v ∈ V e {Xv}v∈V forma uma famı́lia de variáveis aleatórias

independentes.

Sejam u, v ∈ V , se ⟨u, v⟩ ∈ E escrevemos u ∼ v. Nesse contexto, chamamos de

caminho em V a uma sequência de vértices distintos (v1, v2, . . .) com vi ∼ vi+1. Se existe

um caminho possuindo dois vértices u e v dizemos que eles estão conectados, relação que

representamos pela notação u←→ v.

Seja v ∈ V . Chamamos de aglomerado de v na configuração ω ao conjunto Cω(v) =

{u : u ←→ v na configuração ω}. Denotamos por C(v) : Ω → P(V ) a função que leva ω

em Cω(v), em palavras, C(v) é o aglomerado aleatório do vértice v.
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Dizemos que um vértice v percola numa configuração ω se |Cω(v)| =∞. É natural

nos perguntarmos qual é a probabilidade de um dado vértice percolar. Para responder a

isso, consideramos a função θv : [0, 1]→ [0, 1] definida por θv(p) = Pp(|C(v)| =∞).

Proposição 2.1. A função θv(p) é não decrescente em p.

Demonstração. Seja {Z(v) : v ∈ V } uma famı́lia de variáveis aleatórias independentes

com distribuição uniforme no intervalo [0, 1]. Dizemos que um vértice está p-aberto se

Z(v) ≤ p (o que ocorre de forma independente para cada vértice com probabilidade p).

Isso induz um espaço de probabilidade ([0, 1]V , A,P, ), onde P é a medida produto de

uniformes em [0, 1] e A é a σ-álgebra de Borel em [0, 1]V (ver, por exemplo, [12] para uma

demonstração de que esse espaço de medida está bem definido).

Note que a distribuição dos vértices p-abertos nesse modelo coincide com a distri-

buição dos vértices abertos no modelo de percolação em {0, 1}V com parâmetro p. Isso

nos permite comparar processos de percolação com parâmetros diferentes.

Sejam p, p′ ∈ [0, 1] com p < p′. Considere que Cp(v) e Cp′(v) denotam, respectiva-

mente, o aglomerado de vértices p-abertos e o aglomerado de vértices p′-abertos de v numa

realização do processo de percolação acoplado. Por construção, todo vértice p-aberto está

p′-aberto, implicando que Cp(v) ⊂ Cp′(v), logo, θv(p) = P(|Cp(v)| = ∞) ≤ P(|Cp′(v)| =
∞) = θv(p

′).

Nos concentramos agora no grafo induzido pelo conjunto Zd = {(x1, x2, . . . , xd) :

xi ∈ Z, i = 1, 2, . . . , d}. Seja Ld = (Zd,Ed), onde Ed = {{(x1, . . . , xd), (y1, . . . , yd)} ⊂
Zd :

∑d
i=1 |xi − yi| = 1}. O grafo L2 pode ser visualizado como uma malha quadriculada

infinita, onde os vértices correspondem aos pontos do plano cartesiano com coordenadas

inteiras e os elos conectam pontos adjacentes na horizontal e na vertical. É comum abusar

da notação e usar Zd para denotar o grafo Ld.

No processo de percolação de śıtios em Zd, a distribuição de C(v) é a mesma

para todo vértice v ∈ Zd, portanto, não há prejúızo em usar a origem como vértice de

referência. Escrevemos C = C(0) e θ = θ0.

Seja pc(d) = sup{p ∈ [0, 1] : θ(p) = 0}.

Teorema 2.1. Transição de fase no modelo de percolação em śıtios: Para d ≥ 2

existe um número pc(d) ∈ (0, 1) tal que:

i) Se p < pc(d) então θ(p) = 0.

ii) Se p > pc(d) então θ(p) > 0.

Uma demonstração desse resultado clássico pode ser encontrada em [5] para o

modelo de percolação em elos. A mesma demonstração vale para o modelo de percolação

em śıtios, com as adaptações necessárias.
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Ao acrescentar dimensões, acrescentamos possibilidades de caminho, portanto, é

intuitivo que pc(d) seja não crescente em d. Isso pode ser provado embutindo Zd em

Zd+1. A presença de um aglomerado infinito de vértices em Zd implica na presença de

um aglomerado infinito de vértices em Zd+1, logo, deve haver pc(d+ 1) ≤ pc(d).

Campanino e Russo verificaram em [8] que pc(3) < 1/2, resultado que usaremos

posteriormente.

2.2 Percolação de palavras

Denotamos por Ξ o conjunto {0, 1}N e chamamos de palavra a qualquer elemento ξ

desse conjunto. Dada uma realização do processo de percolação, dizemos que uma palavra

ξ foi vista se existe um vértice v0 e um caminho (v0, v1, v2, . . .) tal que ω(vi) = ξi para todo

i ∈ N. Na Figura 2.1 ilustramos o evento em que o segmento de palavra (1, 0, 0, 0, 1, 1, 0)

é visto a partir de um vértice v.

Figura 2.1: Ilustração do modelo de percolação de palavras.

1 0 1 1 0 1 0

0 1 0 1 1 0 1

0 0 1 0 1 0 0

1 0 0 1
v

0 0 0

1 0 1 0 1 1 1

0 1 0 0 1 0 1

0 1 0 1 1 0 0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Frequentemente, estudaremos eventos que dependem de segmentos finitos de pa-

lavras. Por isso, introduzimos as seguintes notações. Dado l ∈ N, definimos Ξl := {0, 1}l.
Dados ξ ∈ Ξ e i, j inteiros com i ≤ j, definimos ξ[i,j] := (ξi, . . . , ξj) ∈ Ξ(j−i)+1. Por

conveniência, denotamos ξ[0,j] por ξ[j].

Dados v, v′ ∈ Zd e ξ ∈ Ξ, escrevemos v
ξ
⇝ v′ quando existem um n ∈ N e um

caminho (v = v0, v1, v2, . . . , vn−1 = v′) tal que ω(vi) = ξi para todo i = 0, 1, . . . , n − 1.
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Quando uma palavra ξ é vista a partir de um vértice v escrevemos v
ξ
⇝∞.

Apresentamos outra noção de conexidade que também será útil. Dado ξ ∈ Ξl,

escrevemos v
ξ−→ v′ quando existe um caminho (v = v0, v1, . . . , vl−1 = v′) tal que ω(vi) =

ξi para i = 1, . . . , l − 1.

Dados v ∈ V e A ⊂ V consideramos os seguintes conjuntos:

S(v) = {ξ ∈ Ξ : v
ξ
⇝∞},

SA =
⋃
v∈A

S(v),

S∞ =
⋃
v∈V

S(v).

Proposição 2.2. Os seguintes eventos são mensuráveis.

1. Todas as palavras são vistas de um vértice v, ou seja, {S(v) = Ξ}.

2. Fixada uma coleção finita A = {v1, v2, . . . , vk}, {SA = Ξ} é mensurável.

3. Todas as palavras são vistas no grafo, ou seja, {S∞ = Ξ}.

Demonstração. Lembremos que, por definição, a σ-álgebra F é gerada por eventos da

forma {ω : Xv(ω) ∈ Av} com v variando em V e Av ∈ P({0, 1}). Isso nos diz que eventos

que dependem apenas de uma quantidade finita de vértices são F -mensuráveis, já que

podem ser representados como união ou interseção finita de eventos do tipo {ω : Xv(ω) ∈
Av}.

1. Fixado um vértice v, dados n ∈ N e η = (η0, η1, . . . , ηn−1) ∈ Ξn, considere

Bn(η) =

{ω ∈ Ω : existe um caminho (v, v0, v1, . . . , vn−1)

com ω(vi) = ηi para todo 0 ≤ i ≤ n− 1}

O evento Bn(η) depende apenas de uma quantidade finita de vértices, portanto, é

F -mensurável.

Notando que

{S(v) = Ξ} =
⋂
n∈N

⋂
η∈Ξn

Bn(η),

conclúımos que {S(v) = Ξ} é mensurável.

2. Seja

Bn(η) ={ω ∈ Ω : para algum j = 1, 2, . . . , k , existe um caminho

(wj, v0, v1, . . . , vn−1) com ω(vi) = ηi para todo 1 ≤ i ≤ n− 1.},
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note que o evento em questão depende de uma quantidade finita de vértices, por-

tanto, o mesmo argumento do item anterior prova a validade da afirmação.

3. No conjunto Ξ consideramos a métrica

d(ξ, ξ′) =
∞∑
k=1

|ξk − ξ′k|
2k

.

É posśıvel provar o espaço métrico (Ξ, d) é um espaço completo, e portanto um

espaço de Baire. Sendo um espaço de Baire, sabemos que se Ξ pode ser representado

como uma união contável de conjuntos, então um deles possui fecho com interior não

vazio em Ξ. Apresentamos um pequeno anexo no final da dissertação (ver Anexo

A.2) com uma revisão de topologia suficientemente abrangente para justificar os

passos anteriores.

Fixada uma configuração ω, é posśıvel verificar que S(v) é um conjunto fechado em

Ξ1. Se houver S∞ = Ξ, pelos comentários anteriores, existe algum vértice v tal que

S(v) contém uma bola aberta de Ξ. Ou seja,

S(v) ⊃ Cn(η) = {ξ : ξ[n−1] = η}.

Portanto,

{S∞ = Ξ} =
⋃
v∈Zd

⋃
n∈N

⋃
η∈Ξn

{Cn(η) ⊂ S(v)},

conclúımos que S∞ = Ξ é mensurável pois {Cn(η) ⊂ S(v)} é mensurável para todos

n ∈ N, η ∈ Ξn e v ∈ Zd.

Está impĺıcito na demonstração do item iii) que todas as palavras são vistas para

um conjunto finito de vértices. Ou seja, se todas as palavras são vistas, existem v1, . . . , vk

tais que S{v1,...,vk} = Ξ.

2.3 Percolação da palavra aleatória

Seja µ a medida de probabilidade em Ξ definida por µ :=
⊗

i∈N µi, onde µi({0}) =
µi({1}) = 1

2
. Em vez de considerarmos o evento em que todas as palavras são vistas,

1É posśıvel verificar isso por um argumento do tipo Lema de Konig, como o apresentado na prova do
Teorema 3.1 usando a Proposição 3.1
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podemos estudar o evento em que o conjunto de palavras vistas é grande em um sen-

tido probabiĺıstico. A seguir, apresentamos sem demonstração alguns resultados sobre a

percolação de palavras do artigo de Kesten e Benjamini [1].

Dado ξ ∈ Ξ, definimos

ρ(ξ) := P (∃v ∈ V : ξ é vista de v).

O evento {∃v ∈ V : ξ é vista de v} é invariante por translação. Como a translação é

uma transformação ergódica, vale uma lei 0-1 (para noções de teoria ergódica, ver, por

exemplo, o caṕıtulo 5 de [12]), isto é,

ρ(ξ) = 0 ou 1.

Também é posśıvel provar que ρ(ξ) é uma variável aleatória caudal (independe

de qualquer quantidade finita de vértices) para o grafo Zd, portanto, quase certamente

constante pela lei 0-1 de Kolmogorov (caṕıtulo 4 de [12]),

µ({ξ : ρ(ξ) = 1}) ∈ {0, 1}.

Seja

Λ := {(ξ, ω) : ξ é visto para algum v na configuração ω.}.

É posśıvel verificar que Λ é mensurável com respeito a C(Ω)× C(Ξ), portanto, podemos

aplicar o Teorema de Fubini e estabelecer que:

µ({ξ : ρ(ξ) = 1}) =
∫
Ξ

∫
Ω

1ΛdPdµ

=

∫
Ω

∫
Ξ

1ΛdµdP

=

∫
Ω

µ(S∞(ω))dP =

∫
ω:µ(S∞(ω))=1

dP

= P (µ(S∞) = 1).

Observação. Utilizamos que µ(S∞(ω)) ∈ {0, 1} para quase todo ω ∈ Ω, já que µ({ξ :

ρ(ξ) = 1}) ∈ {0, 1}.

µ({ξ : ρ(ξ) = 1}) = P (µ(S∞) = 1).

Dizemos que a palavra aleatória percola se P (µ(S∞) = 1) = 1. No que segue, quando não

houver risco de ambiguidade, denotaremos por 1 a sequência em Ξ com todos os termos

iguais a 1.

O lema a seguir estabelece uma cota inferior para a probabilidade de vermos uma

palavra ξ em termos da probabilidade de vermos a palavra 1. O resultado é intuitivo pois,



2.3. Percolação da palavra aleatória 17

para p ≤ 1
2
, qualquer segmento de palavra que contenha tanto zeros quanto uns aparece

com maior probabilidade do que o segmento de mesmo tamanho que possui apenas uns.

A primeira versão desse resultado foi provada por Wierman [14] no contexto de percolação

da sequência alternada de zeros e uns.

Proposição 2.3. (Lema de Wierman, formulação apresentada em [10]) Seja d ≥ 3 e

p ∈ (pc(d),
1
2
]. Considere o processo de percolação de śıtios em Zd com parâmetro p.

Sejam Λ ⊆ Zd, S ⊆ Λ e uma famı́lia de palavras
(
ξ(v)

)
v∈S ∈ ΞS.

a) Para todo v′ ∈ Λ,

Pp

(
∃v ∈ S : v

ξ(v)

⇝ v′ dentro de Λ

)
≥ Pp

(
∃v ∈ S : v

1
⇝ v′ dentro de Λ

)
.

b) Seja ξ ∈ Ξ. É verdadeiro que

ρ(ξ) ≥ ρ(1). (2.1)

Demonstração. A ideia é a seguinte, atribúımos dois rótulos a cada vértice de Zd, que

correspondem a dois processos de percolação que ocorrem simultaneamente. Constrúımos

nosso espaço de probabilidade de forma que se x
1
⇝ y no primeiro rótulo, então, necessa-

riamente, x
ξ(x)

⇝ y no segundo rótulo.

Formalmente, consideramos o espaço mensurável
(
({0, 1} × {0, 1})Z

d

, C
)
, onde C

é a sigma-álgebra gerada pelos cilindros de ({0, 1} × {0, 1})Z
d

. Dado v ∈ Zd, denotamos

por (Xv(1), Xv(2)) a projeção de uma configuração ω no vértice v .

Em nosso aux́ılio, consideramos uma sequência {Z(v)}v∈Zd de variáveis aleatórias

i.i.d com distribuição uniforme no intervalo [0, 1].

Fixada uma ordenação qualquer para os vértices de Λ tomamos

F0 = (A0, B0) = (S, ∅).

Dado v ∈ S, definimos

(Xv(1), Xv(2)) =


(1, ξ

(v)
0 ), se Z(v) ≤ p

(0, 1), se Z(v) > 1− p e ξ
(v)
0 = 0

(0, 0), em outros casos.

Note que a distribuição de Xv(1) e de Xv(2) é Bernoulli com parâmetro p.

Seja v′ o primeiro vértice em Λ, conforme a ordenação fixada, não explorado e

vizinho de algum v ∈ A0 tal que Xv(1) = 1 (ou seja, o primeiro rótulo de v está aberto).

Tomamos:

F1 = (A0 ∪ {v′}, B0 ∪ {⟨v, v′⟩}) .
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Se tal v′ não existir, tomamos F1 = F0. Além disso,

(ω(v′)(1), ω(v′)(2)) =


(1, ξ

(v)
1 ), se Z(v′) ≤ p

(0, 1), se Z(v′) > 1− p e ξ
(v)
1 = 0

(0, 0), em outros casos.

Por indução, supomos Fn = (An, Bn) bem definido para algum n ∈ N. Novamente,

seja v′ ∈ Λ o primeiro vértice não explorado tal que existe u ∈ An com u ∼ v′ e Xu(1) = 1.

Se tal v′ existir, tomamos

Fn+1 = (An ∪ {v′}, Bn ∪ {⟨u, v′⟩}) ,

caso contrário, definimos Fn+1 = Fn.

Seja d a distância entre u e S dentro do subgrafo Fn. Seja v ∈ S tal que ξ
(v)
d−1 =

Xu(2), por construção, podemos garantir que tal v existe. Tomamos:

(ω(v′)(1), ω(v′)(2)) =


(1, ξ

(v)
d ), se Z(v′) ≤ p

(0, 1), se Z(v′) > 1− p e ξ
(v)
d = 0

(0, 0), em outros casos.

Encerrado o procedimento de exploração, classificamos os demais rótulos conforme

o processo de percolação ordinário, ou seja, dado um vértice v não explorado, fazemos

Xv(1) = Xv(2) = 1 se Z(v) ≤ p.

Pela nossa construção, todo vértice v′ que está 1-conectado a S em Λ no primeiro

rótulo, também está ξ(v) conectado a S em Λ no segundo rótulo, pelo que estabelecemos

a).

Para estabelecermos b), basta tomarmos, na mesma construção, Λ = Zd, S = {x},
ξ(x) = ξ e A = ∪n∈NAn. Se |A| =∞, então x

1
⇝∞ no primeiro rótulo, o que implica que

x
ξ
⇝∞ no segundo rótulo, de onde vem

Pp(x
1
⇝∞) ≤ Pp(x

ξ
⇝∞).

Corolário 2.1. Para d ≥ 3, se p ∈ (pc(d), 1− pc(d)) então a palavra aleatória percola em

Zd.

Demonstração. Se p ∈ (pc(d),
1
2
], é direto da parte b) da proposição que o corolário

vale. Se p ∈ (1
2
, 1 − pc(d)), usamos que a distribuição dos vértices fechados nesse regime

é igual a distribuição dos vértices abertos no modelo de percolação com parâmetro 1− p

(com pc(d) < 1− p < 1
2
). Portanto,

Pp(x
0
⇝∞) ≤ Pp(x

ξ
⇝∞),
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pelo que conclúımos que a palavra aleatória percola também nesse intervalo.

É imediato que se todas as palavras são vistas a palavra aleatória percola. Também

verificamos que se 1 e 0 percolam, a palavra aleatória percola. No exemplo a seguir,

veremos que a rećıproca destas afirmações é falsa. O exemplo a seguir é uma adaptação

de um exemplo dado originalmente por Kesten e Benjamini em [1]. Abaixo, fixamos p = 1
2

e consideramos P = P 1
2
. Denotamos por ω(v) ∈ {0, 1} o estado de um vértice v numa

certa realização ω ∈ Ω do processo de percolação.

Exemplo 2.1. Um grafo em que quase todas as palavras são vistas mas a

palavra 1 não é vista.

Dado i ∈ N, chamamos de Gi = (Vi, Ei) ao grafo completo formado pelos vértices

Vi = {vi1, . . . , vi3i}.
Seja G o grafo cujos vértices são V = ∪∞i=1Vi e os elos são E = ∪∞i=1Ei ∪E∗. Onde

E∗ = {(vi−1
j , vi1) : ∀i ∈ N − {0, 1} e j ∈ {1, 2, . . . , 3i}}. Podemos visualizar G como uma

sequência de grafos completos, crescentes em tamanhos, com grafos adjacentes conectados

por um único vértice no grafo à direita, que está ligado a todos os vértices do grafo à

esquerda.

Consideramos um processo de percolação no grafo G. Primeiro, vejamos que quase

certamente a palavra 1 não é vista em G. Por construção, qualquer caminho com uma

quantidade infinita de vértices em G, passa por vértices do tipo vi1 para todo i maior ou

igual que um certo m ∈ N. Portanto, podemos estabelecer que

{1 é visto em G} ⊂ {∃m ∈ N : ω(vi1) = 1 ∀i ≥ m}.

A probabilidade do evento {∃m ∈ N : ω(vi1) = 1 ∀i ≥ m} é 0, já que para todo n ∈ N:

P ({∃m ∈ N : ω(vi1) = 1 ∀i ≥ m}) ≤ P (∩m+n
i=m {ω(vi1) = 1}) ≤ (1/2)n+1.

Tomando o limite em n obtemos o resultado desejado. Vejamos agora que quase todas

as palavras são vistas numa realização t́ıpica do processo de percolação em G. Primeiro,

caracterizaremos essas realizações t́ıpicas.

Seja Ω0 o conjunto de configurações ω ∈ Ω tais que, ∃m ∈ N tal que ∀i ≥ m todos

os segmentos de palavra de tamanho i são vistos no grafo completo Gi na realização ω.

Vejamos que P (Ω0) = 1.

Para que todos os segmentos de tamanho i sejam vistos no grafo completo Gi, é

suficiente que nos vértices de Gi leiam-se mais que i números 1 e menos que 2i+1 números

1. Seja Xi o número de vértices em Gi rotulados com o número 1. Lembrando que o grafo

Gi tem 3i vértices. Temos que
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P (|Xi −
3i

2
| ≥ i

2
) ≤ 2e−

3
2
i.

Onde aplicamos a desigualdade de Hoeffding apresentada no Anexo A.1. A expressão

acima é claramente somável em i. Pelo lema de Borel Cantelli, quase certamente existe

um m ∈ N tal que, para todo i ≥ m vale que |Xi − 3i
2
| ≤ i

2
. O que nos garante que

P (Ω0) = 1. (2.2)

Queremos ver que numa realização t́ıpica do processo de percolação em G, isto é,

um ω ∈ Ω0, quase todas as palavras são vistas. É suficiente verificar que µ(S∞(ω)) > 0,

já que µ(S∞(ω)) ∈ {0, 1}, como observamos anteriormente.

Chamamos de Ξ0 ao conjunto de palavras com a seguinte propriedade, ξ ∈ Ξ0

se existe um m suficientemente grande tal que: nenhuma sequência de m uns ou zeros

consecutivos é vista a partir das m primeiras coordenadas de ξ, nenhuma sequência de

m+1 uns ou zeros consecutivos é vista a partir das m+1 coordenadas seguintes e assim

por diante. Explicitamente, para todo i ∈ N e x ∈ [(i − 1)m + (i−1)i
2

, im + i(i+1)
2
− 1] o

segmento ξ[x,x+m+i] não possui apenas uns ou zeros.

Observação Notamos que se ξ ∈ Ξ0, existe um m ∈ N tal que, para todo i ∈ N
não aparece nenhum segmento com m + i uns ou zeros consecutivos nas suas primeiras

im+ i(i+ 1)/2− 1 coordenadas.

Veremos que todas as palavras do conjunto Ξ0 são vistas numa realização ω ∈ Ω0

e que µ(Ξ0) = 1. Primeiro, notamos que se ξ′ ∈ Ξc
0 então, para todo m ∈ N existe um

i ≥ m e um x ∈ [(i − 1)m + (i−1)i
2

, im + i(i+1)
2
− 1] tal que o segmento ξ[x,x+m+i] possui

apenas uns ou zeros. Dado m ∈ N, é fácil verificar que

µ(Ξc
0) ≤

∑
m′≥m

2m′
(
1

2

)m′

Levando m para o infinito conclúımos que µ(Ξc
0) = 0.

A partir desse ponto, fixamos uma realização ω ∈ Ω0 e uma palavra ξ ∈ Ξ0.

Tomamos um m grande o suficiente para nossos propósitos. Seja a1 = ω(vm+1
1 ) e n1 =

max {k ≤ m : ξk = a1}. Podemos produzir um caminho W1 = (w1
1, . . . , w

1
n1−1) ⊂ Gm em

que o segmento ξ[n1−1] é visto, já que todos os segmentos de tamanho m são vistos no

grafo completo Gm para uma escolha adequada de m. É inevitável que um caminho de

vértices, começando em qualquer vértice de Gm, passe por v
m+1
1 ; portanto, para propagar

o caminho em que se lê a palavra ξ, devemos garantir que a letra a1 é lida dentro do

segmento ξ[m]. Mas isso é verdadeiro, já que a palavra ξ não possui m uns ou zeros

consecutivos nas primeiras m coordenadas. Podemos propagar a ξ conexão para o grafo

Gm+1, já que ω(vm+1
1 ) = a1 = ξn1 .
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Prosseguimos por indução para verificar que a palavra ξ é vista nessa configuração.

Dado i ∈ N, tomemos ai = ω(vm+i
1 ) e ni = max {k ∈ [ni−1, ni−1 +m+ i] : ξk = ai}. Ob-

servamos que ni está bem definido, já que não aparecem m + i zeros ou uns consecu-

tivos num segmento de tamanho m + i nas primeiras im + i(i+1)
2
− 1 coordenadas de ξ

e ni−1 + m + i ≤ im + i(i+1)
2
− 1, já que n1 ≤ m. Vamos admitir, como hipótese de

indução, que somos capazes de produzir um caminho de vértices W1 ∪W2 ∪ . . .∪Wi com

Wk ⊂ Gm+k−1 para todo k = 1, 2, . . . , i, em que se lê o segmento ξ[ni−1]. Queremos esten-

der esse caminho para um em que somos capazes de ler o segmento ξ[ni+1−1]. É suficiente

apontar um caminho de vértices Wi+1 ⊂ Gm+i, começando de vm+i
1 , em que se lê o seg-

mento ξ[ni,ni+1−1]. Como todos os segmentos de tamanho m + i são lidos no grafo Gm+1,

isto é posśıvel. Conclúımos que, para todo i ∈ N, o segmento ξ[ni−1] é visto. Podemos

aplicar o Lema de Konig2 para concluir que a palavra ξ é vista.

2Ver Demonstração do Teorema 3.1, onde aplicamos o Lema de Konig num problema similar.
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Caṕıtulo 3

Palavras na rede hipercúbica

Nessa seção, provaremos que, para d ≥ 3 todas as palavras são vistas em Zd se

p ∈ (pc(d), 1− pc(d)). Se p está fora deste intervalo cŕıtico, é evidente que nem todas as

palavras são vistas, já que se p < pc(d) a palavra (1, 1, . . .) não é vista e se p > 1− pc(d)

a palavra (0, 0, . . .) não é vista.

Kesten e Benjamini estabelecem em [1] que todas as palavras são vistas para d ≥ 10

no grafo Zd orientado, se p ∈ (pc(d), 1− pc(d)). Isso implica, em particular, que todas as

palavras são vistas no grafo Zd para p nesse intervalo. Posteriormente, Kesten, Zhang e

Sidoravicius [6] verificaram que o mesmo vale para o grafo Zcp, obtido de Z2 pela adição

de elos diagonais em cada face do grafo.

Para d = 1, 2 podemos mostrar que nem todas as palavras são vistas para qualquer

valor de p. Primeiro, vejamos que a palavra aleatória não percola em Z. Seja ξ ∈ Ξ e

0 < p < 1 (o caso em que p ∈ {0, 1} é trivial). Dado um vértice v ∈ Z, a probabilidade

de que exista um caminho (v, v0, . . . , vn−1) com ω(vi) = ξi para i = 0, 1, . . . , n− 1 é igual

a

2p
∑n−1

i=0 ξi(1− p)n−
∑n−1

i=0 ξi ,

que é limitada por cima por

max
(
2p

n
2 , 2 (1− p)

n
2

)
.

Que vai para 0 quando n→∞. Portanto, conclúımos que Pp(v
ξ
⇝∞) = 0 o que implica

que Pp(ξ é vista em Z) ≤
∑

v∈Z Pp(v
ξ
⇝∞) = 0.

Para o caso d = 2, como pc(2) >
1
2
, não há nenhum valor de p para o qual (1, 1, . . .)

e (0, 0, . . .) sejam vistas com probabilidade positiva, pelo que se segue que nem todas as

palavras são vistas. É um problema em aberto determinar se, apesar disso, quase todas

as palavras são vistas em Z2.

Seguindo [10], mostraremos que todas as palavras são vistas em Zd quando p ∈
(pc(d), 1− pc(d)) e d ≥ 3.

Teorema 3.1. Seja d um número natural maior ou igual a 3 e p ∈ (pc(d), 1− pc(d)).

a) Vale que Pp({S∞ = Ξ}) = 1. Além disso, existe um l = l(d, p) tal que, quase

certamente, todas as palavras são vistas a partir da laje Z2 × [0, l]d−2.
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b) Seja Bm = [−m,m]d. Existem k, h ∈ N e c0 = c0(d, p), tais que para todo m ≥ h,

Pp({SBmk
= Ξ}) ≥ 1− e−c0md−1

.

Para provar o Teorema 3.1, argumentaremos que os caminhos nos quais um seg-

mento da palavra ξ é observado se propagam com alta probabilidade. Fazemos isso a

partir de um procedimento de renormalização.

3.1 Renormalização

3.1.1 Contexto Microscópico

Seja k ≥ 1 inteiro. Consideramos os seguintes subconjuntos de Zd:

Sh := Z2 × (0, hk]× (−k, k]d−3, h ≥ 2,

Λn := [−kn, kn]2 × (0, hk]× (−k, k]d−3, n ≥ 1,

∂ShΛn := {x ∈ Λn : x ∼ y para algum y ∈ Sh\Λn}.

Note que Sh é uma laje que contém a caixa finita Λn. Consideramos também a

fronteira de Λn dentro de Sh, que denotamos por ∂ShΛn. Denotamos por P h
p a medida

em Sh correspondente ao processo de percolação de śıtios com parâmetro p. Os conjuntos

descritos estão ilustrados na Figura 3.1.

Tomamos

C := C(K) = |[−k, k]d| = (2k + 1)d.

Sejam n, n′ ∈ N, ξ ∈ Ξ, T ⊂ ∂ShΛn e t : T → [0, Cn]. Dizemos que o par (T, t)

ξ-propaga para (T ′, t′), onde T ′ ⊂ ∂ShΛ
′
n e t′ : T ′ → [0, Cn′] se, para todo y ∈ T ′, existe

um x ∈ T tal que x
ξ[tx,t′y ]

−→ y a partir de um caminho de vértices contido em Λ′
n. Denotamos

esse evento por T
ξ
⇝ T ′, deixando impĺıcita a dependência que o evento tem das funções

t e t′.

Intuitivamente, podemos pensar em T
ξ
⇝ T ′ como o evento em que os caminhos

em que um segmento da palavra ξ é visto se estendem de ∂ShΛn à ∂ShΛ
′
n. As funções t e

t′ retêm a informação de onde nos encontramos na leitura da palavra. A exigência de que

tx ≤ Cn para todo x ∈ T se justificará posteriormente.

Similarmente, dado T ⊂ ∂ShΛn, dizemos que o evento ∂ShΛm+1
ξ
⇝ T ocorreu se

para todo y ∈ T existem x ∈ ∂ShΛm+1 e tx ≤ Cn tais que x
ξ[tx]−→ y.
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Figura 3.1: Ilustração da laje Sh e seus subconjuntos.

Fonte: [10]

O resultado a seguir, que estabeleceremos ao longo da dissertação, garante que

essas ξ-conexões se espalham com alta probabilidade.

Proposição 3.1. Para todo p ∈ (pc(d), 1− pc(d)), existem δ, c > 0 e k ≥ 1 tais que, para

todos n ≥ 1, h ≥ 20, ξ ∈ Ξ e T ⊂ ∂ShΛn com |T | ≥ 8δ|∂ShΛn| vale que:

P h
p

(
{∃T ′ ⊂ ∂ShΛ2n tal que |T ′| ≥ 8δ|∂ShΛ2n| e T

ξ
⇝ T ′}

)
≥ 1− e−chn

Demonstração do Teorema 3.1. Primeiro, iremos estabelecer a partir da Proposição

3.1 que ξ-propagações mais distantes também ocorrem com alta probabilidade. Mais

precisamente, verificaremos para todos m, j ∈ N vale que:

P h
p

(
{∃Tj ⊂ ∂ShΛ2jm tal que |Tj| ≥ 8δ|∂ShΛ2jm| e ∂ShΛm

ξ
⇝ Tj}

)
≥ 1− e−2j−1chm (3.1)

A partir da Equação (3.1) controlaremos a probabilidade de que exista um seg-

mento de palavra em ΞC2jm que não é visto.

Tomemos Aj(ξ) = {∃Tj ⊂ ∂ShΛ2jm tal que |Tj| ≥ 8δ|∂ShΛ2jm| e ∂ShΛm
ξ
⇝ Tj}. A

Proposição 3.1 implica diretamente que

P h
p (A1(ξ)) ≥ 1− e−chm

e

P h
p (Aj(ξ)| ∩j−1

i=1 Ai(ξ)) ≥ 1− e−2j−1chm
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para todo j ∈ N− {1}. Portanto:

P h
p (Aj(ξ)) ≥ P h

p

(
∩ji=1Ai(ξ)

)
= P h

p (A1(ξ))

j∏
i=2

P h
p (Ai(ξ)| ∩i−1

k=1 Ak(ξ))

≥
j∏

i=1

(1− e−2i−1chm) = (1− e−2j−1chm)

j−1∏
i=1

(1− e−2i−1chm)

≥ (1− e−2j−1chm)

Na última passagem, utilizamos que
∏j−1

i=1 (1− e−2i−1chm) ∈ (0, 1).

Sejam

Aj =
⋂

ξ∈Ξ
C2jm

Aj(ξ)

e

Bj = {∃ξ ∈ ΞC2jm tal que ξ não é visto a partir de ∂ShΛm}.

É fácil notar que Bj ⊂ (Aj)
c, já que a ocorrência de Bj implica que um certo

segmento ξ ∈ ΞC2jm não se propaga a partir de ∂ShΛm, ou seja, ocorre (Aj(ξ))
c para

algum ξ ∈ ΞC2jm.

Podemos estabelecer que

P h
p (Bj) ≤ P h

p ((Aj)
c) = P h

p (
⋃

ξ∈Ξ
C2jm

(Aj(ξ))
c)

≤
∑

ξ∈Ξ
C2jm

P h
p ((Aj(ξ))

c) ≤ 2C2jme−2j−1chm

= exp
(
m2j(C ln 2− ch2−1)

)
.

Se escolhermos h suficientemente grande, podemos garantir que:

P h
p (Bj) ≤ e−D2jm

para alguma constante D > 0, a qual pode ser tomada arbitrariamente grande.

Para finalizarmos a demonstração da parte a) do Teorema 3.1, é suficiente veri-

ficarmos que o evento {∃ξ ∈ Ξ tal que ξ não é vista de ∂ShΛm} está contido em ∪∞j=1Bj.

Equivalentemente, {∀ξ ∈ Ξ a palavra ξ é vista de ∂ShΛm} ⊃ ∩∞
j=1B

c
j . Notemos que se

∩∞j=1B
c
j ocorre, todos os segmentos finitos de uma certa palavra ξ são vistos no grafo. Isso

é suficiente para concluir que uma dada palavra ξ é vista por uma aplicação do Lema de

Konig1.

1O Lema de Konig garante que todo grafo infinito, localmente finito e conexo possui um caminho
infinito. Podemos aplicar o Lema de Konig no grafo formado por ∂ShΛm unido com todos os vértices que
lhe estão ξ conectados (no sentido de que um certo segmento finito de ξ é visto num caminho que liga
∂ShΛm ao vértice em questão).
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P h
p (∪∞j=1Bj) ≤

∞∑
j=1

P h
p (Bj) =

∞∑
j=1

e−D2jm

≤
∞∑
j=1

e(−Dm)j =
e−Dm

1− e−Dm
≤ e−m

se tomarmos D grande o suficiente.

Com isso, verificamos que

P h
p ({∃ξ ∈ Ξ tal que ξ não é vista de ∂ShΛm}) ≤ e−m. (3.2)

Tomando o limite com m indo para o infinito, podemos concluir que, com pro-

babilidade 1, todas as palavras são vistas a partir de Sh. Lembramos que Sh := Z2 ×
(0, hk] × (−k, k]d−3, efetuando uma translação nas últimas d − 3 coordenadas, podemos

estabelecer que todas as palavras são vistas de Z2× (0, hk]× (−0, 2k]d−3 ⊂ Z2× [0, hk]d−2.

Em particular, quase certamente todas as palavras são vistas da laje Z2× [0, hk]d−2, como

afirmado no item a) do Teorema 3.1.

Também podemos utilizar a Equação (3.2) para provarmos a parte b) do Teo-

rema 3.1 pelo seguinte racioćınio. Para alguma constante c′, podemos tomar c′md−2 lajes

disjuntas, isomorfas a Sh, cujas interseções com Bkm formam conjuntos isomorfos a Λm.

Denotemos o conjunto dessas lajes por A. No caso tridimensional, essa construção é intui-

tiva. Como as lajes em Z3 correspondem a uma quantidade finita de planos empilhados,

podemos sobrepor lajes de mesmo tamanho até preenchermos a caixa Bkm. Vejamos essa

construção com mais detalhes. Dado i = (i1, i2, . . . , id−2) ∈ Zd−2, tomamos o conjunto

Si
h = Z2 × (i1hk, (i1 + 1)hk]×

d−2∏
j=2

((2ij − 1)k, (2ij + 1)k].

É direto que os conjuntos da forma Si
h são disjuntos para ı́ndices distintos e isomorfos a

Sh = S0
h. Seja

A = {i ∈ Zd−2 : Si
h ∩Bkm = [−km, km]2× (i1hk, (i1 + 1)hk]×

d−2∏
j=2

((2ij − 1)k, (2ij + 1)k]}.

Em outras palavras, A é o conjunto de ı́ndices em Zd−2 para os quais Si
h∩Bkm é isomorfo

a Λm. Dado i ∈ A, seja Λi
m = Si

h ∩ Bkm. Cada um dos Λi
m, com i ∈ A, nos dá uma

oportunidade de enxergar todas as palavras a partir da caixa Bkm, com probabilidade

maior ou igual a e−m, como garantido pela Equação (3.2). Como os conjuntos Λi
m são

disjuntos, temos que:
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Pp({SBkm
̸= Ξ}) ≤ P h

p

(
{∃i ∈ A : ∃ξ ∈ Ξ tal que ξ não é visto de Λi

m}
)

≤
∏
i∈A

P h
p ({∃ξ ∈ Ξ tal que ξ não é visto de Λi

m})

≤ (e−m)|A|

Para finalizar a demonstração, só precisamos de uma cota inferior para o tamanho

do conjunto A.

Seja A0 uma famı́lia de ı́ndices inteiros l que satisfazem, lh ≥ −m e (l+ 1)h ≤ m,

ou, o que é equivalente: −m
h
≤ l ≤ m

h
−1. Nessas condições, também vale que (2l+1) ≤ m

e (2l − 1) ≥ −m. Não é dif́ıcil notar que todo ı́ndice i ∈ (A0)
d−2 também pertence a A.

Além disso, A0 possui pelo menos cm ı́ndices para certo c > 0 (para m ≥ h). Portanto,

|A| ≥ |(A0)
d−2| ≥ cd−2md−2. Tomando c′ = cd−2, verificamos que:

P h
p ({SBkm

̸= Ξ}) ≤ e−c′md−1

.

3.1.2 Notação e lemas

Para verificar a Proposição 3.1, primeiro apresentamos a notação adequada. Con-

sideramos o seguinte conjunto de vértices:

V := {(v1, v2, v3) ∈ Z3 : v1 ∈ 2Z,
v1
2

+ v2 ∈ 2Z,
v1
2

+ v3 ∈ 2Z, 0 < v3 < h},

munido do seguinte conjunto de elos orientados:

→
E := {→

uv ∈ Z3 × Z3 : v = u+ (2, ϵ, ϵ′) com ϵ, ϵ′ ∈ {−1, 1}}.

Chamamos de
→
G o grafo orientado resultante.

Dado U ⊂ V consideramos:

U+ :=
⋃
u∈U

{v ∈ V :
→
uv ∈

→
E},

∂+U := U+\U.

Isto é, ∂+U é a fronteira externa dos vértices de U .
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Consideramos um processo de percolação em
→
G. Pensaremos nesse grafo como

uma versão renormalizada da laje Sh através da seguinte relação, para cada vértice u ∈ V

consideramos o conjunto

Bu := ku+ (−k, k]d ⊂ Sh. (3.3)

Na expressão acima, identificamos u = (u1, u2, u3) como o vértice (u1, u2, u3, 0, 0, . . . , 0)

de Zd. É posśıvel verificar que se u e v são vértices distintos então Bu ∩ Bv = ∅ e que⋃
u∈V Bu = Sh. Por conta dessa relação, às vezes nos referimos aos grafos Sh e

→
G como

grafo microscópico e grafo macroscópico.

Nosso objetivo é usar um procedimento de renormalização explorando certas pro-

priedades de conectividade do grafo
→
G para provar que todas as palavras são vistas em

Sh.

Seja n ≥ 3 um inteiro ı́mpar e h ≥ 20 par, consideramos os seguintes subconjuntos

de
→
G:

Bn = V ∩ ((n, 2n)× (−2n, 2n)× (0, h)) , (3.4)

Ln = V ∩ ({n+ 1} × [−n, n]× (0, h)) , (3.5)

Rn = V ∩ ({2n− 2} × [−n, n]× (0, h)) . (3.6)

Isso é, Bn é um paraleleṕıpedo, Ln é um segmento de sua face esquerda e Rn um segmento

de sua face direita, como ilustrado na Figura 3.2.

Figura 3.2: Ilustração dos conjuntos Bn, Ln e Rn.

Fonte: [10]

Consideramos uma ordenação qualquer para os vértices de Bn. Fixado um subcon-

junto S ⊂ Ln, usamos o seguinte procedimento para determinar o aglomerado de vértices

ligados ao conjunto S 2. Sejam {Ui}i∈N e {Vi}i∈N sequências crescentes de vértices em Bn

com U0 = S e V0 = ∅. O conjunto Ui pode ser interpretado como o aglomerado de vértices

de Bn, ligados a S, detectados no i-ésimo passo da exploração. O conjunto Vi representa

2Não estamos necessariamente explorando o aglomerado de vértices 1-conectados com S, apenas
vértices ligados a S por algum critério.
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a fronteira externa desse aglomerado, detectada no i-ésimo passo da exploração. Seja

Xi = (Ui, Vi)i∈N. Dizemos que Xi é uma sequência de exploração em Bn se

Ui+1 = Ui ∪ zi, Vi+1 = Vi

ou

Ui+1 = Ui, Vi+1 = Vi ∪ zi.

Onde zi é o primeiro vértice de Bn conforme a ordenação fixada tal que zi ∈ ∂+Ui\Vi. Se

não existir um zi nessas condições, definimos Xi+1 = Xi. Também tomamos

U∞ := lim
i→∞

Ui.

O U∞ representa o aglomerado de vértices ligados ao conjunto S ao final do procedimento

de exploração.

Lema 3.1. Sejam h ≥ 20 e δ > 0. Seja S ⊂ Ln com |S| ≥ δ|Ln| e {Xi}i∈N uma sequência

de exploração em Bn a partir de S. Existem ζ < 1 e c > 0 dependendo de δ tais que, se

para todo i ≥ 0

P (Ui+1 = Ui ∪ zi|X0, . . . , Xi) ≥ ζ quase sempre, (3.7)

então

P

(
|U∞ ∩Rn| ≥

1

1000
|Rn|

)
≥ 1− e−chn.

A Equação (3.7) indica que em cada passo do procedimento de exploração do

aglomerado de S, independente da história do processo, a probabilidade de acrescentar

um vértice ao aglomerado é maior do que ζ. Se vale isso, é alta a probabilidade de que

pelo menos 1
1000

dos vértices de Rn estejam no aglomerado de vértices ligados a S. A

demonstração do Lema 3.1 será feita na Seção 3.2.

Dado u ∈ V , associamos

F u = ku+ {−k} × (−k, k]d−1

em Zd. Notemos que F u e Bu (dado pela Equação (3.3)) são disjuntos. Além disso, se
→
uv ∈

→
E então F v ∩Bu ̸= ∅. A Figura 3.3 ilustra a relação entre os conjuntos Bu e F v.

Dados δ ∈ (0, 1) e u ∈ V , chamamos de δ-semente para u a um par (S, t) tal que

S ⊂ F u com |S| ≥ δF u

e

t = {tx}x∈S é um sequência de inteiros com tx ≤ C|u1|.

O inteiro tx representa o momento em que atingimos o vértice x na leitura da

palavra ξ. Denotamos por Su
δ o conjunto de δ-sementes para u.
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Figura 3.3: Ilustração dos conjuntos da forma Bu.

Fonte: [10]

Procedemos da seguinte forma, dado L ⊂ Zd, exploramos os vértices que podem ser

alcançados enquanto lemos a palavra ξ examinando caixas da forma Bu. Quando nosso

procedimento de exploração atingir uma caixa Bu, vai existir um conjunto de vértices

S ⊂ F u tal que todo vértice de S está ξ-conectado a algum vértice de L sem usar vértices

de Bu. Se o conjunto S for suficientemente grande, a ponto de garantir que o procedimento

de exploração continue com alta probabilidade, chamamos S de semente.

Sejam u ∈ V , δ ∈ (0, 1
64000

) e ξ ∈ Ξ. Seja também (Su, tu) uma δ-semente para u.

Consideramos o seguinte evento

Gξ
u(S

u, tu) =
⋂

v∈{u}+
{Existe uma 64000δ-semente para v tal que: ∀y ∈ Sv, (3.8)

∃x ∈ Su com x
ξ[tux,tvy ]

−→ y por vértices de F u ∪Bu.} (3.9)

O resultado a seguir garante que a probabilidade de prosseguir com o procedimento

de exploração é alta, dado que k seja grande o suficiente.

Proposição 3.2. Sejam p ∈ (pc(d), 1− pc(d)) e ζ < 1. Existem δ = δ(d, p), com 0 < δ <
1

64000
, e k = k(d, p, ζ) ≥ 1 tais que para quaisquer ξ ∈ Ξ, u ∈ V e (S, t) ∈ Su

δ

Pp(G
u
ξ (S, t)) ≥ ζ.

Observação. Durante a demonstração vai ficar claro que a escolha de δ não depende de

ζ, o que será importante posteriormente.
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Demonstração. Dado v ∈ {u}+, seja T (v) = {y ∈ F v : y está 1-conectado a S dentro de Bu}.
Pela Desigualdade de Wierman vale que:

Pp(G
u
ξ (S, t)) ≥ Pp

 ⋂
v∈{u}+

{|T (v)| ≥ 64000δ|F v|}

 .

Portanto, é suficiente provar que existem δ e k tais que

Pp

 ⋂
v∈{u}+

{|T (v)| ≥ 64000δ|F v|}

 ≥ ζ.

Mais do que isso, por simetria e usando a Desigualdade FKG (os eventos em questão

são crescentes) basta provarmos que

Pp (|T (v)| ≥ 64000δ|F v|) ≥ ζ
1

|{u}+|

para um v ∈ {u}+ fixado.

Como ilustrado na Figura 3.3, os conjuntos F v e Bu se interceptam num quadrado

com o lado de tamanho k. Seja F̂ o terço central dessa interseção, ou seja, o conjunto de

vértices de F v ∩ Bu que está a uma distância de no mı́nimo k
3
das arestas do quadrado

F v ∩Bu.

O Teorema 1 de [11] garante que numa caixa de tamanho k a probabilidade de

que existam duas componentes conexas distintas com tamanho maior que
√
k vai para 0

quando k vai para o infinito .

Iremos argumentar que a probabilidade de que pelo menos 64000δ|F | pontos de

F̂ estejam 1-conectados a uma distância k
3
dentro de Bu vai para 1 quando k vai para o

infinito. Também argumentaremos que para qualquer escolha de semente S a probabili-

dade de que pelo menos um vértice em S esteja 1-conectado a uma distância
√
k dentro

de Bu ∩ F u vai para 1 quando k vai para o infinito. Portanto, os distintos aglomerados

(muitos saindo de F̂ e pelo menos um saindo de S) se encontram com uma probabilidade

que vai para 1 quando k vai para o infinito. Quando esses aglomerados se encontram é

claro que pelo menos 64000δ|F v| vértices de F̂ estão conectados a S.

Sejam

F ′ = {x ∈ F̂ : x está 1-conectado a uma distância
k

3
dentro de Bu ∪ F u}

e

S ′ = {x ∈ S : x está 1-conectado a uma distância
√
k dentro de Bu}.

Por tudo o que foi discutido anteriormente, é suficiente provarmos que

Pp(|F ′| ≥ 64000δ|F |) k→∞−→ 1 (3.10)
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e

inf
S∈Su

δ

Pp(|S ′| ≥ 1)
k→∞−→ 1. (3.11)

Vejamos primeiro (3.10). Para todo x ∈ F̂ , o conjunto B(x, k
3
) ∩ Bu é isomorfo a

B(0, k
3
) ∩ Z+ × Z2 (note que essa afirmação não vale para todo vértice de F , por isso nos

restringimos a F̂ ).

Seja θ > 0 a probabilidade de que 0 esteja num aglomerado infinito num processo

de percolação em Z+ × Z2 (é conhecido que os parâmetros cŕıticos em Z+ × Zd−1 e Zd

coincidem, ver [5]). A probabilidade de que um vértice x esteja 1-conectado a uma

distância k
3
dentro de Bu ∪F u é maior do que a probabilidade de que um vértice x esteja

conectado num aglomerado infinito no half-space Z+ × Z2, que é θ. Portanto, F ′ domina

estocasticamente uma variável aleatória com distribuição Binomial com parâmetros |F̂ | e
θ, que denotaremos por Z.

Pp(|F ′| ≥ θ|F̂ |/2) ≥ P (Z ≥ θ

2
|F̂ |)

que vai para 1 quando k vai para o infinito, pela lei dos grandes números.

Podemos tomar k suficientemente grande tal que δ|F̂ |/2 ≥ 64000δ|F̂ | (perceba que

a escolha de k não depende de ζ). De onde vem (3.10).

Para verificar (3.11), notamos que Pp(|S ′| ≥ 1) depende estritamente do tamanho

de |S| e é crescente como função de |S|. Portanto, como |S| ≥ δ|F u| é fácil concluir que

Pp(|S ′| ≥ 1) ≥ 1− (1− θ)|δ||F
u|

para todo S ∈ Su
δ , de onde segue (3.11).

3.1.3 O Procedimento de Renormalização

Fixamos p ∈ (pc(d), 1 − pc(d)). Seja δ = δ(d, p) dado pela Proposição 3.2 (note

que δ não depende de ζ, o que é fundamental) e ζ correspondente dado pelo Lema 3.1 3.

Voltando à Proposição 3.2, tomamos k correspondente a ζ.

Provaremos a Proposição 3.1 no caso em que n = 4n′ + 3 para algum n′ ∈ N. É

fácil notar que esse caso é suficiente para verificar a Proposição 3.1.

Consideramos as versões renormalizadas (microscópicas) dos conjuntos definidos

em (3.4), (3.5) e (3.6) (são subconjuntos de Sh):

Bn,mic = [kn, 2kn]× (−2kn, 2kn]× (0, hk]× (−k, k]d−3, (3.12)

3Adicionalmente, exigimos que o ζ escolhido funcione também para δ
2 por motivos que farão sentido

depois.
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Ln,mic =
⋃

u∈Ln

F u = {kn} × (−kn, kn]× (0, hk]× (−k, k]d−3 (3.13)

e

Rn,mic =
⋃

u∈∂+Rn

F u = {(2n− 1)k} × (−kn− k, kn+ k]× (0, hk]× (−k, k]d−3. (3.14)

O conjunto Bn,mic precisa ser um pouco maior que ∪u∈BnB
u (que não inclui Ln,mic)

para o racioćınio funcionar. Notemos que Ln,mic é um quadrante de ∂ShΛn e Rn,mic um

quadrante de ∂ShΛ2(n−1), ambos contidos em Bn,mic. Na Figura 3.4 apresentamos uma

ilustração esquematizada dos conjuntos em questão. Os segmentos tracejados representam

Ln,mic e Rn,mic. O retângulo sombreado representa Bn,mic.

Figura 3.4: Ilustração esquemática dos conjuntos Bn,mic, Ln,mic e Rn,mic.

Bn,mic

Ln,mic

Rn,mic

Λn

Λ2n

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para provar a Proposição 3.1, é suficiente verificar que, dados ξ ∈ Ξ, T ⊂ Ln,mic

com |T | ≥ 2δ|Ln,mic| e t : T → [0, Cn] o evento

A(T ) = {∃T ′ ⊂ Rn,mic com |T ′| ≥ 8δ · |∂ShΛ2(n−1)| e existe t′ : T ′ → [0, 2Cn] tal que

para todo y ∈ T ′,∃x ∈ T tal que x
ξ[tx,t′y ]

−→ y por vértices de Bn,mic}

é tal que:

Pp(A(T )) ≥ 1− e−chn. (3.15)
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Demonstração da Equação (3.15). Sejam T ⊂ Ln,mic com |T | ≥ 2δ|Ln,mic| e t : T →
[0, Cn]. Consideramos

Tmac = {u ∈ Ln : |T ∩ F u| ≥ δ|F u|}.

Podemos garantir que

|Tmac| ≥ δ|Ln|. (3.16)

Ora, se houvesse |Tmac| < δ|Ln| então

|T | =
∑

u∈Tmac

|F u ∩ T |+
∑

u∈Ln\Tmac

|F u ∩ T |

< δ|F u||Ln|+ δ|F u||Ln| = 2δ|Ln,mic|.

O que seria uma contradição.

Seja ω uma realização de um processo de percolação com parâmetro p em Bn,mic.

Dado U ⊂ Bn consideramos

BU :=
⋃
u∈U

Bu.

Dado v = (v1, v2, v3) ∈ U+ consideramos os seguintes conjuntos (definidos com

respeito a ω):

Sv(U) := {y ∈ F v : ∃x ∈ T tal que x
ξ[tx,t]−→ y em BU para algum t ≤ Cv1}

e para y ∈ Sv(U):

tvy(U) := min{t ≤ Cv1 : ∃x ∈ T tal que x
ξ[tx,t]−→ y em BU}.

Vamos definir uma sequência de exploração aleatória {Xi = (Ui, Vi)}i∈N em Bn

mensurável com respeito a ω e tal que para todo i ≥ 0

∀v ∈ U+
i , (S

v(Ui), t
v(Ui)) é uma δ-semente para v. (3.17)

Onde tv(Ui) : S
v(Ui)→ [0, Cv1] é a função que leva y em tvy(Ui).

Primeiro, definimos

U0 = {u ∈ Tmac : G
u
ξ (T ∩ F u, t|T∩Fu) ocorre} e V0 = ∅.

A definição acima faz sentido pois (T ∩F u, t|T∩Fu)é uma δ−semente para u, pela definição

de Tmac. Prosseguimos a demonstração por indução: supomos que X0, X1, . . . , Xi estão

definidos para algum i ∈ N. Seja zi o primeiro vértice de ∂+Ui que não está em Vi, se tal

vértice não existir, tomamos Xi+1 = Xi. Pela hipótese de indução, (Sv(Ui), t
v(Ui)) é uma

δ-semente para v, portanto, podemos definir

Ui+1 = Ui ∪ zi, Vi+1 = Vi caso Gv
ξ(S

v(Ui), t
v(Ui)) ocorra
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e

Ui+1 = Ui, Vi+1 = Vi ∪ zi caso contrário.

Pela Proposição 3.2, segue que

Pp(Ui+1 = Ui ∪ zi|X0, . . . , Xi−1) ≥ ζ

A variável |U0| domina uma variável aleatória com distribuição Binomial (⌊δ|Ln|⌋, ζ).
Podemos aplicar a Desigualdade de Hoeffding (ver Anexo) para estabelecer que

Pp(|U0| ≥
δ

2
|Ln|) ≥ 1− e−c′hn (3.18)

para alguma constante c′. Aplicando o Lema 3.1, o que é posśıvel por causa da nossa

escolha de ζ, podemos concluir que

Pp

(
|U∞ ∩Rn| ≥

1

1000
|Rn|

∣∣∣∣ |U0| ≥
δ

2
|Ln|

)
≥ 1− ec

′′hn

para alguma constante c′′. Multiplicando a expressão acima por Pp(|U0| ≥ δ
2
|Ln|) e

aplicando (3.18) segue que existe uma constante c tal que

Pp

(
|U∞ ∩Rn| ≥

1

1000
|Rn|

)
≥ 1− 2e−chn.

Seja T ′ :=
⋃

v∈U+
∞∩∂+Rn

Sv(U∞). O conjunto T ′ satisfaz |T ′| ≥ 64000δ|F | · |U+
∞ ∩

∂+Rn|, pela definição de semente e pela hipótese em (3.17). Sob o evento |U∞ ∩ Rn| ≥
1

1000
|Rn| vale que

|T ′| ≥ 64000δ|F | · |U+
∞ ∩ ∂+Rn|

≥ 64δ|F | · |Rn|

≥ 64δ|Rn,mic| ≥ 8δ|∂ShΛ2(n−1)|.

Além disso, pela construção da sequência de exploração, para todo y ∈ T ′ existe

t′y ≤ 2Cn e um x ∈ T tal que: x
ξ[tx,t′y ]

−→ y em Bn,mic. Isso prova a Equação (3.15),

finalizando a demonstração.

3.2 Um lema de percolação orientada

Provaremos o Lema 3.1. Consideramos um processo de percolação em śıtios em
→
G

e os conjuntos Bn, Ln, Rn como definidos em (3.4), (3.5) e (3.6). Provaremos o Lema 3.1

como consequência da seguinte proposição.
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Proposição 3.3. Para todos δ ∈ (0, 1), h ≥ 20, n grande e S ⊂ Ln com |S| ≥ δ|Ln|
existem γ ∈ (0, 1) e c > 0 tais que:

Pγ

(
|{v ∈ Rn : S → v}| ≤ 1

1000
|Rn|

)
≤ e−chn.

Onde {S → v} = {∃x ∈ S : existe um caminho orientado entre x e v.}

Demonstração do Lema 3.1 a partir da Proposição 3.3. Construiremos uma sequência

de exploração {X ′
i = (U ′

i , V
′
i )} com a mesma distribuição da sequência de exploração

{Xi = (Ui, Vi)} do Lema 3.1, dominando um processo de percolação em Bn com parâmetro

ζ.

Primeiro, definimos

X ′
0 = (U ′

0, V
′
0) = (S, ∅).

Declaramos todos os vértices de S como verdes. Seja z o primeiro vértice de Bn

conforme a ordenação fixada tal que z ∈ ∂+U0. Seja

ζz = P (X1 = (S ∪ {z}, ∅)|X0 = X ′
0 = (S, ∅)).

Ou seja, ζz é a probabilidade de acrescentar um vértice no primeiro passo da sequência de

exploração {Xi}. Por hipótese, ζz ≥ ζ quase certamente. Seja {Yz}z∈Bn uma sequência

de variáveis aleatória i.i.d com distribuição uniforme no intervalo [0, 1]. Definimos:

X ′
1 =

(S ∪ {z}, ∅), caso Yz ≤ ζz,

(S, {z}), caso contrário.

Declaramos z como um vértice verde no primeiro caso e vermelho no segundo.

Notemos que, por construção, os pares (X ′
0, X

′
1) e (X0, X1) têm a mesma distribuição.

Como hipótese de indução, assumimos que X ′
0, X

′
1, . . . , X

′
i estão bem definidos para i ∈ N

e são tais que (X ′
0, X

′
1, . . . , X

′
i) tem a mesma distribuição que (X0, X1, . . . , Xi).

Seja z o primeiro vértice em ∂+U ′
i\V ′

i . Caso tal vértice não exista, tomamos

X ′
i+1 = X ′

i, encerramos o procedimento de exploração e declaramos todos os vértices não

explorados como vermelhos. Caso exista, definimos:

ζz = P (Xi+1 = (Ui ∪ {z}, Vi)|X0 = X ′
0, X1 = X ′

1, . . . , Xi = X ′
i).

Novamente, ζz é maior que ζ por hipótese. Definimos:

X ′
i+1 =

(U ′
i ∪ {z}, V ′

i ) caso Yz ≤ ζz,

(U ′
i , V

′
i ∪ {z}) caso contrário

.

No primeiro caso z é declarado verde, e no segundo, vermelho. Por construção, os

processos X ′ e X têm a mesma distribuição, e o conjunto de vértices verdes domina um
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processo de percolação Bernoulli com parâmetro ζ. Seja S
verde→ v o evento em que existe

um caminho orientado de vértices verdes conectando algum vértice de S a v. Aplicando

a Proposição 3.3, podemos tomar ζ próximo de 1 tal que

Pζ

(
|{v ∈ Rn : S

verde→ v}| ≤ 1

1000
|Rn|

)
≤ e−chn.

Todo vértice v ligado a S por um caminho orientado de vértices verdes é também

um vértice alcançado pela sequência de exploração (pertence a U ′
∞). Portanto,

P (|U ′
∞ ∩Rn| ≥

1

1000
|Rn|) ≥ 1− e−chn,

o que completa a demonstração.

O resto da seção é dedicado a provar a Proposição 3.3.

Consideramos o grafo
→
Gproj definido como a projeção de

→
G nas duas primeiras

coordenadas. Mais precisamente,
→
Gproj é o grafo que tem como vértices:

Vproj = {(x, y) ∈ Z2 : x ∈ 2Z,
x

2
+ y ∈ 2Z}

e tem como elos:
→
E = {(u, u+ (2, e)) : u ∈ Vproj, e ∈ {−1, 1}}.

O grafo
→
Gproj é isomorfo ao Z2 orientado, por exemplo, pela relação: f : Z2 → Vproj

definida por f(x, y) = (2(x+ y), x− y).

Consideramos um processo de percolação de śıtios em
→
Gproj com parâmetro γ.

Sejam n ∈ 2N, A ⊂ {0} × Z e m ≥ 5n. Definimos:

ξAm = {y ∈ [−n, n] : A→ (m, y)}.

Onde A→ v significa que existe um vértice de A conectado a v por um caminho orientado.

Se A ⊂ B ⊂ {0} × Z então ξAm ⊂ ξBm.

Lema 3.2. Para todo 0 < δ < 1
10

existe um γ = γ(δ) ∈ (0, 1) tal que: para todos n ≥ 2

par, S ⊂ {0}×[−n, n] com |S| ≥ δn e m ≥ 5n diviśıvel por 4, ξSm domina a medida produto

em {−n,−n+ 2, . . . , n} com parâmetro 1
2
. Ou seja, para todo y ∈ {−n,−n+ 2, . . . , n} a

probabilidade de que y ∈ ξSm é maior ou igual que 1
2
.

Demonstração. Dado ϵ > 0, por [13] (Teorema 1.1) podemos tomar γ próximo de 1 tal

que ξZm := ξ
{0}×Z
m domina a medida produto em {−n,−n+2, . . . , n} com parâmetro 1− ϵ.

Construiremos um evento G que ocorre com probabilidade próxima de 1 e tal que, sob G,

ξSm = ξZm. O que nos permitirá usar a dominação estocástica válida para ξZm.

Seja

S ′ := S ∩ ({0} × [−n+
δ

4
n, n− δ

4
n]).

Como |S| ≥ δn, temos que |S ′| ≥ δ
2
n. Seja G o evento em que:
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i) S ′ → v para algum v ∈ {m} × Z.

ii) Existe um caminho orientado de {0} × [−n,−n+ δ
4
n] a {m} × [n,∞).

iii) Existe um caminho orientado de {0} × [n− δ
4
n, n] a {m} × (−∞,−n].

Evento ilustrado na Figura 3.5.

Figura 3.5: Ilustração do evento G.

Fonte: [10]

Por simetria, a probabilidade de S ′ → v para algum v ∈ {m} × Z é igual a

probabilidade de {0} × Z→ v′ para algum v′ ∈ S ′ + (m, 0). Mais precisamente, é igual a

probabilidade de que pelo menos um dos vértices de S ′ + (m, 0) pertença a ξZm. Podemos

tomar γ suficientemente próximo de 1 tal que:

Pγ(S → v para algum v ∈ {m} × Z) = 1− Pγ(ξ
Z
m ∩ (S ′ + (m, 0)) = ∅)

≥ 1− ϵ
δn
2 .

É posśıvel verificar que os itens ii) e iii) ocorrem com probabilidade ≥ 1 − 1
3
4−n

por um argumento do tipo Peierls. Tomando ϵ suficientemente pequeno, tal que a proba-

bilidade do item i) seja maior ou igual que 1− 1
3
4−n, podemos concluir que:

P (G)
FKG

≥ (1− 1

3
4−n)3 ≥ 1− 4−n.

Assumindo que G ocorreu, seja v ∈ {m}× [−n, n] um vértice que pode ser alcançado por

um caminho orientado iniciado em {0} × Z. Sob G, os três caminhos orientados obtidos

garantem que podemos construir um caminho de S ′ a v. Portanto:

ξZm ⊂ ξS
′

m ⊂ ξSm ⊂ ξZm ⇒ ξZm = ξSm.
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Prosseguimos com um argumento de dominação estocástica. Seja η = (η−n, η−n+2, . . . , ηn)

um vetor de variáveis aleatórias independentes entre si e independentes da configuração

do processo de percolação, todas com distribuição Bernoulli(3
4
). Para verificar o lema,

basta provarmos que ξSm domina estocasticamente η · ξZm = (η−n1ξZm
(−n), η−n+21ξZm

(−n+

2), . . . , ηn1ξZm
(n)). Pois η · ξZm domina a medida produto em {−n,−n + 2, . . . , n} com

parâmetro 1
2
.

Seja X := {0, 1}{−n,−n+2,...,n} munido com a ordem do dicionário4 e f : X → R+

não decrescente com f(0) = 0.

E[f(ξSm)]
f≥0

≥ E[f(ξSm)1G]

= E[f(ξZm)1G]

FKG

≥ E[f(ξZm)]Pγ(G)

≥ E[f(ξZm)](1− 4−n)

= E[f(ξZm)]Pγ(η ̸= 0)

= E[f(ξZm)1η ̸=(0,0,...,0)]

≥ E[f(η · ξZm)].

Usamos que f é crescente na passagem da penúltima para a última linha. Fica

verificada a dominação estocástica usando o critério apresentado no Anexo A.3

Aplicaremos o lema anterior no grafo
→
G. Seja h ≥ 20. Consideramos um processo

de percolação com parâmetro γ em
→
G. Para inteiros n ≥ m ≥ h, consideramos:

Bn,m := V ∩ ((n, 2n)× (−2m, 2m)× (0, h)),

Ln,m := V ∩ ({n+ 1} × [−m,m]× (0, h)),

Rn,m := V ∩ ({2n− 2} × [−m,m]× (0, h)).

São análogos aos conjuntos definidos em (3.4), (3.5), (3.6), com um alcance menor

no eixo y. Estendemos a definição para o caso em que m não é inteiro tomando Bn,m =

Bn,⌈m⌉ e analogamente para Ln,m e Rn,m.

4Seja X ⊂ Rn e x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ X. Dizemos que x < y na ordem do dicionário
se vale uma das seguintes n afirmações: x1 < y1 ou x1 = y1 e x2 < y2 ou x1 = y1, x2 = y2 e x3 < y3 . . .
ou x1 = y1, x2 = y2, . . . , xn−1 = yn−1 e xn = yn. A ordem do dicionário é uma ordem total no conjunto
X.

Por exemplo, na topologia do dicionário em R2 vale que (1, 100) < (2, 0) < (2, 2).
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Lema 3.3. Para todo δ > 0, existe um γ = γ(δ) ∈ (0, 1) tal que: para todos n ≥ h ≥ 20

e S ⊂ Ln,n
h
com |S| ≥ δn, existe c > 0 com:

P

(
N >

1

20
n

)
≥ 1− e−cn.

Onde N é o número de vértices v ∈ Rn,n
h
que satisfazem S → v em Bn,n

h
.

Demonstração. Verificaremos a existência de uma função injetiva f : Vproj∩ ([0, n−2]×
[−n

2
, n
2
])→ Bn,n

h
tal que:

i) Pelo menos δ
10
n vértices u ∈ {0} × [−n

6
, n
6
] são tais que f(u) ∈ S.

ii) Para todo vértice u ∈ {n− 3} × [−n
6
, n
6
] vale que f(u) ∈ Rn,n

h
.

iii) Se (u, v) é um elo de
→
Gproj então (f(u), f(v)) é um elo de

→
G.

Assumindo a existência de tal injeção provamos o lema da seguinte forma. Consi-

deramos os seguintes conjuntos:

S ′ := {v ∈ S : v = f(u) para algum u ∈ {0} ×
[
−n
6

,
n

6

]
},

T ′ = {v ∈ Rn,n
h
: v = f(u) para algum u ∈ {n− 2} ×

[
−n
6

,
n

6

]
},

N ′ = |{v ∈ T ′ : S ′ → v}|.

Por construção, N ≥ N ′. Além disso, pelo lema anterior, N ′ domina uma variável

aleatória com distribuição Binomial(n
6
, 1
2
). Aplicando a Desigualdade de Hoeffding:

P

(
N ≥ 1

20
n

)
≥ P

(
N ′ ≥ 1

20
n

)

≥ P

(
Binomial(

n

6
,
1

2

)
≥ 1

20
n)

≥ 1− e−cn.

Agora, construiremos uma função f que age em Vproj ∩ [0, n− 2]× [−n
2
, n
2
] como ilustrado

na Figura 3.6.

Seja a ∈ [0, n−2]∩2Z, definiremos f de forma que f(Vproj∩{a}× [−n
2
, n
2
]) coincida

com a interseção do “acordeão” com o plano x = n+1+ a. Assumimos que h e n+1 são

pares para simplificar as contas. Tomamos:

f(a, b) := (n+ 1 + a, f2(a, b), f3(a, b)).
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Figura 3.6: Ilustração da ação da função f .

Fonte: [10]

Se a for múltiplo de 4, b vai pertencer ao intervalo [−n
2
, n
2
]∩ 2Z. Podemos escrever

b = i · 2(h− 2) + j para algum i ∈ Z e j ∈ [0, 2(h− 2)) ∩ 2Z. Definimos:

f2(a, b) = 2 ·
⌊

b

h− 2

⌋
=

4i, j ≤ h− 2

2 · (2i+ 1), j > h− 2
,

f3(a, b) =

2 + j, j = 0, 2, . . . , h− 4

2(h− 2)− j, j = h− 2, h, . . . , 2h− 6

No caso em que a não é múltiplo de 4, b ∈ [−n
2
, n
2
] ∩ (2Z + 1). Podemos escrever b =

i · 2(h− 2) + j para algum i ∈ Z e j ∈ [0, 2(h− 2)) ∩ (1 + 2Z). Definimos:

f2(a, b) = 1 + 2 ·
⌊

b

h− 2

⌋
=

1 + 4i, j ≤ h− 2

1 + 2 · (2i+ 1), j > h− 2
,

f3(a, b) =

2 + j, j = 1, 3, . . . , h− 3

2(h− 2)− j, j = h− 1, h+ 1, . . . , 2h− 5
.

É posśıvel verificar que f definida dessa forma satisfaz as condições i), ii) e iii).

Demonstração da Proposição 3.3. Seja

Ii = V ∩
(
{n+ 1} ×

[
in

5
,
in

5
+

n

5

]
× (0, h)

)
,

definido para i = −5, 4, . . . , 4. Temos que Ln = I−5 ∪ I−4 ∪ . . . ∪ I4. Por suposição,

|S| ≥ δ|Ln| = δn
(
h
2
− 1

)
. Sem perda de generalidade, podemos supor que

|S ∩ I0| ≥
δn(h

2
− 1)

10
(3.19)
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pelo prinćıpio da casa dos pombos.

Primeiro, vamos verificar que o conjunto S está conectado ao meio da caixa {x =
3(n+1)

2
} com elevada probabilidade e alcance esparso no eixo y. Consideramos um coleção

de retângulos J1, J2, . . . , J h
30
⊂ V ∩

(
{3(n+1)

2
} ×

[
0, n

10

]
× (0, h)

)
definidos por

Ji = V ∩
({

3(n+ 1)

2

}
×
[
ji −

n

h
, ji +

n

h

]
× (0, h)

)
e tais que a distância entre Ji e Jk é maior ou igual que 2n

h
e Ji ̸= ∅ para todo i, j =

1, 2, . . . , h
30
. Isso é posśıvel se tomarmos n suficientemente grande.

Dizemos que um conjunto Ji é ruim se

|u ∈ Ji : S → u| ≤ δ

100
.

Primeiro, verificaremos que existe uma constante c > 0 tal que

Pγ

(
Pelo menos

h

60
conjuntos Ji são ruins

)
≤ e−chn.

Escrevemos I0 = C2 ∪ C4 ∪ . . . Ch−2 onde Ci = V ∩
(
{n+ 1} × [0, n

5
]× {i}

)
. Vale

que

|S ∩ I0| ≤
δn

20

∣∣∣∣{i : |S ∩ Ci| <
δn

20

}∣∣∣∣+ n ·
∣∣∣∣{i : |S ∩ Ci| ≥

δn

20

}∣∣∣∣
≤

δn(h
2
− 1)

20
+ n ·

∣∣∣∣{i : |S ∩ Ci| ≥
δn

20

}∣∣∣∣ .
Simplificando a expressão acima obtemos que∣∣∣∣{i : |S ∩ Ci| ≥

δn

20

}∣∣∣∣ ≥ δ(h
2
− 1)

20
. (3.20)

Dizemos que uma coluna i é boa se |S∩Ci| ≥ δn
20
. Denotamos por G ⊂ {2, 4, . . . , h−

2} o conjunto de colunas boas.

Seja

S ′ = V ∩
({

3(n+ 1)

2

}
×
[
0,

n

10

]
×G

)
.

Primeiro, vamos verificar que por aplicação do Lema 3.2 podemos tomar γ próximo

de 1 tal que {u ∈ S ′ : S → u em V ∩
(
[n+ 1, 3(n+1)

2
]× [0, n

10
]× (0, h)

)
} domina a

medida produto em S ′ com parâmetro 1
2
. Seja Ci uma coluna boa. Sabemos que

V ∩
(
[n+ 1, 3(n+1)

2
]× [0, n

10
]× {i}

)
é isomorfo a um subgrafo de

→
Gproj. Podemos apli-

car o Lema 3.2 5 para produzir γ tal que:

{u ∈ S ′ ∩ V ∩
({

3(n+ 1)

2

}
× [0,

n

10
]× {i}

)
: S ∩ V ∩

(
{n+ 1} × [0,

n

10
]× {i}

)
→ u}

5Nos restringimos a um pedaço de Ln, I0, precisamente para utilizar esse lema.
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domina a medida produto em S ′ ∩ V ∩
(
{3(n+1)

2
} × [0, n

10
]× {i}

)
com parâmetro 1/2, de

onde segue nossa afirmação inicial.

Como |G| ≥ δ
20
(h
2
− 1), conclúımos que:

|Ji ∩ S ′| ≥ δ

20
|Ji ∩ V |,

pois S ′ tem pelo menos uma fração δ
20

de colunas em comum com Ji. Portanto,

P (Ji é ruim) ≤ P

(
Bin

(
δ

20
|Ji ∩ V |, 1

2

)
≤ δ

100
|Ji ∩ V |

)
≤ e−c0n,

para alguma constante c0 > 0 pela Desigualdade de Hoeffding. Segue que

P

(
Pelo menos

h

60
dos Ji são ruins

)
≤

∑
D⊂{0,..., h

30
},|D|≥ h

60

P (Ji é ruim ∀i ∈ D)

≤
∑

D⊂{0,..., h
30

},|D|≥ h
60

(
e−c0n

) h
60

≤ 2
h
30

(
e−c0n

) h
60 = e−chn.

Vamos assumir que pelo menos h
60

dos Ji são bons. Para Ji bom, sejam

Si = {u ∈ Ji : S → u}

e

Ki =

[
3(n+ 1)

2
, 2n

)
×
[
ji −

2n

h
, ji +

2n

h

]
× (0, h).

Como |Si| ≥ δ
100
|Ji|, podemos aplicar o Lema 3.3 para tomar γ tal que

P

(
|{u ∈ Rn : Si → u em Ki}| ≥

1

20
n

)
≥ 1− e−cn.

Dizemos que uma caixa Ki é boa se |{u ∈ Rn : Si → u em Ki}| ≥ 1
20
n. Como as

caixas Ki são disjuntas, os eventos em questão são independentes. Vale que

P

(
Pelo menos

h

100
caixas Ki são boas

)
≥ P

(
Bin(

h

60
, 1− e−cn) ≥ h

100

)
≥ 1− e−c′hn

para alguma constante c′ > 0. Por fim,

Pγ

(
|{v ∈ Rn : S → v}| ≥ h

100
· 1
20

n

)
≥ (1− e−chn) + (1− ec

′hn)− (1− e−chn)(1− ec
′hn)

= 1− e−chne−c′hn.

Como h
100
· 1
20
n ≥ 1

1000
(h
2
− 1) · n = |Rn|

1000
segue o resultado.
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Apêndice A

Complementos Teóricos

A.1 Desigualdade de Hoeffding para a distribuição

binomial

Seja Y uma variável aleatória com distribuição binomial com parâmetros n e p, e

seja δ > 0. Nesta seção, estabeleceremos as seguintes desigualdades:

P (Y ≥ (1 + δ)EY ) ≤ e−2p2δ2n, (A.1)

P (Y ≤ (1− δ)EY ) ≤ e−2p2δ2n. (A.2)

Demonstração: Seja X uma variável aleatória com distribuição Bernoulli p. Va-

mos verificar que:

E
[
eλ(X−EX)

]
≤ e

1
8
λ2

(A.3)

para todo λ ∈ R. Notemos que

E
[
eλ(X−EX)

]
= peλ(1−p) + (1− p)e−λp

= eln (pe
λ(1−p)+(1−p)e−λp).

Seja L(λ) = ln
(
peλ(1−p) + (1− p)e−λp

)
, então:

L(0) = L′(0) = 0, (A.4)

e

L′′(λ) =
p(1− p)eλ(1−p)−λp

(peλ(1−p) + (1− p)e−λp)2

A equação acima é menor ou igual que 1
4
pela desigualdade das médias (a média

aritmética é sempre maior ou igual que a média geométrica), portanto:

L′′(λ) ≤ 1

4
,∀λ ∈ R. (A.5)
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Pelo Teorema de Taylor, existe um θ ∈ [0, 1] tal que

L(λ) = L(0) + λL′(0) +
λ2

2
L′′(hθ).

Aplicando (A.4) e (A.5) conclúımos que

L(λ) ≤ λ2

8
.

De onde vem (A.3).

Sejam X1, . . . , Xn variáveis aleatórias i.i.d com distribuição Bernoulli p e Y =∑n
i=1Xi. Sabemos que Y possui distribuição Binomial n e p. Dados t e λ positivos:

P (Y − EY ≥ t) = P (λ(Y − EY ) ≥ λt)

= P (eλ(Y−EY ) ≥ eλt)

≤ E
[
eλ(Y−EY )

]
e−λt

=
n∏

i=1

E
[
eλ(Xi−EXi)

]
e−λt

≤ e
λ2

8
ne−λt.

Onde usamos a Desigualdade de Markov na passagem da segunda para a terceira

linha, e a Equação (A.3) na passagem da penúltima para a última linha. Minimizando a

expressão acima em λ obtemos que

P (Y − EY ≥ t) ≤ e
−2t2

n .

Que implica em (A.1) tomando t = δEY = δnp.

Podemos estabelecer

P (Y − EY ≤ −t) ≤ e
−2t2

n

de forma análoga. Começamos com a expressão P (Y −EY ≤ −t) = P (λ(Y −EY ) ≥ λt),

onde λ < 0, e aplicamos o mesmo racioćınio. A equação acima implica em (A.2) tomando

t = −δEY = −δnp.

A.2 Resultados de Topologia

Definição A.1 (Espaço Topológico). Um espaço topológico é um par (X, τ) formado por

um conjunto arbitrário X e uma famı́lia de conjuntos τ ⊂ P(X) tal que:
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1. X e ∅ pertencem a τ .

2. Se {Ai}i∈T ⊂ τ então
⋃

i∈T Ai ∈ τ . Onde T é uma famı́lia arbitrária de ı́ndices,

possivelmente não enumerável.

3. Dados A1, A2, . . . , An pertencentes a τ , temos que
⋂n

i=1 Ai ∈ τ .

Os elementos de τ são chamados de abertos da topologia. Dizemos que um conjunto

F é fechado na topologia τ se F = Ac para algum A ∈ τ .

Exemplo A.1. Consideramos o par (R, τR). Onde A ∈ τR se, e somente se, para todo

x ∈ A, existe um ϵ > 0 tal que (x − ϵ, x + ϵ) ∈ A. Não é dif́ıcil notar que a famı́lia τR

tem todas as propriedades de uma topologia.

Exemplo A.2. Seja o par ({0, 1},P({0, 1})). Onde P({0, 1}) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}.
A famı́lia P({0, 1}) define uma topologia em {0, 1}. A topologia P({0, 1}) é também

chamada de topologia discreta, já que torna todos os conjuntos abertos.

Definição A.2 (Espaço Métrico). Um espaço métrico é um par (X, d), formado por um

conjunto arbitrário X e uma função d : X ×X → R, chamada métrica, que satisfaz:

1. Para todos x, y ∈ X, vale que d(x, y) ≥ 0 com igualdade se, e somente se, x = y.

2. Para todos x, y ∈ X, vale que d(x, y) = d(y, x)

3. Para todos x, y, z ∈ X, vale que d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Dado um espaço métrico (X, d), para x ∈ X e ϵ > 0 definimos:

Bd(x, ϵ) = {y ∈ X : d(x, y) < ϵ}.

Definição A.3 (Topologia induzida pela métrica). Seja (X, d) um espaço métrico ar-

bitrário. Chamamos de topologia induzida pela métrica à seguinte famı́lia de conjuntos

τd = {A ∈ P(X) : ∀a ∈ A,∃ϵ > 0 tal que Bd(a, ϵ) ⊂ A} ∪ ∅.

Definição A.4 (Espaço Metrizável). Um espaço topológico (X, τ) é chamado metrizável

se existe uma métrica d : X×X → R, tal que a topologia induzida pela métrica d coincide

com τ . Ou seja, τd = τ .

Exemplo A.3. O espaço topológico ({0, 1},P({0, 1})) é metrizável com a distância d :

{0, 1} × {0, 1} → {0, 1} definida por d(0, 1) = d(1, 0) = 1 e d(0, 0) = d(1, 1) = 0. É fácil

ver que, na topologia induzida pela métrica, os conjuntos ∅, {0}, {1}, {0, 1} são abertos.

A métrica d é chamada métrica discreta.
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Seja o espaço {0, 1}N. Queremos construir uma topologia nesse espaço a partir

da estrutura topológica de cada uma de suas componentes. Como vimos num exemplo

anterior, podemos considerar a topologia discreta em {0, 1}. A partir dela, podemos

definir uma topologia em {0, 1}N chamada de topologia produto. Fazemos isso da seguinte

forma: consideramos todos os conjuntos do tipo
∏∞

i=1Ai onde Ai ∈ P({0, 1}) porém

Ai ̸= {0, 1} apenas para uma quantidade finita de ı́ndices. Chamemos de A a famı́lia

de tais conjuntos. Podemos considerar a menor topologia que contém todos os conjuntos

desse tipo, chamada topologia gerada por A (podemos garantir que essa topologia existe

por resultados bem conhecidos de topologia). Chamamos essa topologia de topologia

produto.

Teorema A.1. O espaço topológico ({0, 1}N, τ) munido com a topologia produto é me-

trizável com a distância d : {0, 1}N → R definida por

d(ξ, ξ′) =
∞∑
k=1

|ξk − ξ′k|
2k

.

Definição A.5 (Sequência de Cauchy em espaços métricos). Seja (X, d) um espaço

métrico arbitrário e {xn}n∈N uma sequência X. A sequência {xn}n∈N é dita Cauchy

se para todo ϵ > 0 existe um n0(ϵ) ∈ N tal que: d(xn, xm) < ϵ para todos n,m ≥ n0(ϵ).

Definição A.6 (Espaço Completo). Um espaço métrico (X, d) é chamado completo se

toda sequência de Cauchy em (X, d) converge. Ou seja, se {xn}n∈N é Cauchy, então existe

um x ∈ X tal que, para todo ϵ > 0 existe um n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0 vale que

d(xn, x) < ϵ.

É um resultado bem conhecido que o espaço (R, | · |) é completo. Também não é

dif́ıcil verificar que o espaço ({0, 1}, d), onde d é a métrica discreta, é um espaço completo.

Definição A.7 (Espaço Compacto). Seja (X, τ) um espaço topológico. Dizemos que X

é compacto se, para toda famı́lia de abertos {Ui}i∈I com
⋃

i∈I Ui = X, existem i1, . . . , ik

tais que X =
⋃k

j=1 Uij .

Teorema A.2. Todo espaço métrico compacto é completo.

Teorema A.3 (Tychonoff). Sejam {Xi, τi}i∈I espaços topológicos compactos. O espaço

(
∏

i∈I Xi, τ) (onde τ é a topologia produto) é compacto.

Como corolário do Teorema de Tychonoff, podemos estabelecer que ({0, 1}N, τ) é
um espaço topológico compacto.

Definição A.8 (Espaços de Baire). Seja (X, τ) um espaço topológico. Dizemos que

F ⊂ X tem interior vazio se F não contém nenhum aberto de X. O espaço topológico

(X, τ) é chamado de espaço de Baire se, para toda famı́lia enumerável {Fi}i∈N de conjuntos

fechados na topologia τ com interior vazio, vale que
⋃

i∈N Fi tem interior vazio.
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Teorema A.4 (Teorema de Baire). Seja (X, d) um espaço métrico completo. Então

(X, d) é um espaço de Baire.

Corolário A.1. Pelos resultados anteriores, o espaço {0, 1}N é compacto e métrico, por-

tanto, completo. Pelo Teorema de Baire, {0, 1}N é um espaço de Baire.

Para essas e outras demonstrações sugerimos [9].

A.3 Dominação Estocástica

Durante a dissertação, constantemente nos referimos ao conceito de dominação

estocástica. Nesse curto apêndice, apresentamos uma introdução ao assunto, que acredi-

tamos ser suficiente para acompanhar as demonstrações do texto.

Pelo resto desse anexo Ω′ denota um conjunto totalmente ordenado com uma ordem

≥. Se para x, y ∈ Ω′ vale que x ≥ y sem que x = y, escrevemos x > y.

Sejam X : ΩX → Ω′ e Y : ΩY → Ω′ funções mensuráveis definidas em certos

espaços de medida, digamos PX e PY . Dizemos que X domina estocasticamente Y se

PX(X > z) ≥ PY (Y > z) ∀z ∈ Ω′. (A.6)

Tomando FX(z) = PX(X ≤ z) e FY (z) = PY (Y ≤ z) podemos reescrever a

definição (A.6) como:

FX(z) ≤ FY (z) ∀z ∈ Ω′.

Uma definição mais intuitiva para dominação estocástica pode ser dada em termos

de acoplamento. Um acoplamento entre duas funções mensuráveis X e Y é um espaço de

probabilidade sobre ΩX×ΩY onde estão definidas funções mensuráveisX ′, Y ′ : ΩX×ΩY →
Ω′ tais que:

PX(X ∈ A) = P (X ′ ∈ A) e PY (Y ∈ A) = P (Y ′ ∈ A)

para todo conjunto A que é Ω′-mensurável. Onde P é a medida de probabilidade do

espaço sobre ΩX × ΩY . Ou seja, um acoplamento é um espaço de probabilidade em que

as duas funções mensuráveis vivem juntas.

Ainda usando a notação apresentada anteriormente na definição de acoplamento,

dizemos que uma função X domina estocasticamente uma função Y se existe um acopla-

mento entre as duas funções tal que

P (X ′ ≥ Y ′) = 1.

A equivalência das definições apresentadas pode ser vista em [7].
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Exemplo A.4. Dados n,m ∈ N, sejam X ∼ Bin(n + m, p) e Y ∼ Bin(n, p). Vejamos

que X domina estocasticamente Y .

Sejam Y1, Y2, . . . , Yn+m variáveis aleatórias independentes com distribuição Ber-

noulli p. Definimos X ′ :=
∑n+m

i=1 Yi e Y ′ :=
∑n

i=1 Yi. É claro que X ′ ∼ Bin(n + m, p) e

Y ′ ∼ Bin(n, p), por construção, X = Y +
∑n+m

i=n+1 Yi ≥ Y .

Exemplo A.5. Sejam p, p′ ∈ [0, 1] com p′ > p e n ∈ N. Vejamos que X ∼ Bin(n,p’)

domina estocasticamente Y ∼ Bin(n,p).

Sejam Z1, . . . , Zn variáveis aleatórias independentes com distribuição uniforme no

intervalo [0, 1]. Definimos X ′ :=
∑n

i=1 1Zi≤p′ e Y ′ :=
∑n

i=1 1Zi≤p. É claro que X ′ ∼
Bin(n,p’) e Y ′ ∼ Bin(n,p). Além disso, 1Zi≤p′ ≥ 1Zi≤p para todo i = 1, 2, . . . , n, de onde

segue que X ′ ≥ Y ′.

Usamos o seguinte critério de dominação estocástica na prova do Lema 3.2.

Proposição A.1. Admitamos que exista 0 ∈ Ω′, tal que, para todo x ∈ Ω′ vale que x ≥ 0.

Se para toda f : Ω′ → R não decrescente com F (0) = 0 vale que

E(f(X)) ≥ E(f(Y ))

então X domina estocasticamente Y .

A prova é direta, basta percebermos que 1(z,∞) é uma função não decrescente com

1(z,∞)(0) = 0 para todo z ∈ Ω′. O que implica em A.6.
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